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Ïåðåäìîâà

Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê, â îñíîâíîìó, ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñòóäåíòiâ
ïåðøîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé ïåäàãîãi÷íèõ óíiâåð-
ñèòåòiâ òà iíñòèòóòiâ ÿê ñòàöiîíàðíî¨, òàê i çàî÷íî¨ ôîðì íàâ÷àííÿ.
Ðàçîì iç òèì âií ìîæå áóòè êîðèñíèé â÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè i ó÷íÿì,
ÿêi öiêàâëÿòüñÿ ìàòåìàòèêîþ.

Ãîëîâíîþ ìåòîþ àâòîðiâ ïîñiáíèêà ¹ òåîðåòè÷íå îá ðóíòóâàííÿ
îñíîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü òà ôàêòiâ, ùî çóñòði÷àþòüñÿ ÿê ó
øêiëüíié ìàòåìàòèöi, òàê i â îñíîâíèõ âóçiâñüêèõ ìàòåìàòè÷íèõ
êóðñàõ.

Äî êîæíî¨ ç òåì ïîñiáíèêà ïîäà¹òüñÿ äåòàëüíèé âèêëàä òåîðå-
òè÷íîãî ìàòåðiàëó, ÿêèé ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïðèêëàäàìè òà iëþñòðà-
öiÿìè.

Äëÿ êðàùîãî ñïðèéíÿòòÿ ìàòåðiàëó éîãî ïîäiëåíî íà ñìèñëîâi
áëîêè (ïóíêòè), ÿêi íóìåðóþòüñÿ öèôðàìè, òà ìiæ ÿêèìè ïðîïó-
ñêà¹òüñÿ ðÿäîê. Ôðàãìåíòè òåêñòó, íà ÿêi àâòîðè õî÷óòü çðîáèòè
îñîáëèâèé íàãîëîñ, âèäiëåíîæèðíèì øðèôòîì. Êóðñèâîì âèäiëå-
íî îñíîâíi îçíà÷åííÿ, òåîðåìè, âëàñòèâîñòi òèõ ÷è iíøèõ îá'¹êòiâ.

Àáçàö âèäiëÿ¹ ëîãi÷íî çàâåðøåíó ÷àñòèíó ïåâíîãî ìàòåðiàëó â
ñìèñëîâîìó áëîöi.

Íàïðèêiíöi êîæíî¨ òåìè ïîäàþòüñÿ çàïèòàííÿ òà âïðàâè ðiçíî¨
ñêëàäíîñòi, ïðîñòiøi ç íèõ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ÿê çàâäàí-
íÿ äëÿ ñàìîñòiéíèõ ðîáiò. Äî êîæíîãî ç ïðîñòèõ çàïèòàíü ìîæíà
çíàéòè âiäïîâiäü ó òåîðåòè÷íèé ÷àñòèíi âiäïîâiäíî¨ òåìè. Íà íàøó
äóìêó, îïàíóâàííÿ ìàòåðiàëîì äàíîãî ïîñiáíèêà äàñòü ìîæëèâiñòü
ñòóäåíòàì ñâiäîìî çàñâî¨òè âiäïîâiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë òà
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çàñòîñóâàòè éîãî ïðàêòè÷íî.
Ïîñiáíèê ó äåÿêié ìiði ñïðèÿòèìå âïðîâàäæåííþ êðåäèòíî-

ìîäóëüíî¨ ñèñòåìè íàâ÷àííÿ. Íà âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó âiäâîäèòüñÿ
4 êðåäèòè ïî 36 ãîäèí, òîáòî 144 ãîäèíè, ïîëîâèíà ç ÿêèõ âiäâî-
äèòüñÿ íà ñàìîñòiéíó ðîáîòó ñòóäåíòà. Âåñü íàâ÷àëüíèé ìàòåðiàë
ðîçáèòî íà 2 çìiñòîâèõ ìîäóëi, ÿêi âîäíî÷àñ i ¹ ìîäóëÿìè êîíòðîëþ.
Âàðiàíò ðîçáèòòÿ îäíîãî ç ìîäóëiâ ïîäàíî â òàáëèöi íèæ÷å.

Âèäè äiÿëüíîñòi (êîíòðîëþ) Áàëè, ÿêi ìîæíà íàáðàòè çà
êîæíèé iç âèäiâ äiÿëüíîñòi

1 Ãîòîâíiñòü äî ëåêöiéíèõ
çàíÿòü

9

2 Ðîáîòà áiëÿ äîøêè íà
ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ

9

3 Âèêîíàííÿ äîìàøíiõ
çàâäàíü

9

4 Ñàìîñòiéíà òà iíäèâiäó-
àëüíà ðîáîòè

23

5 Êîëîêâióì 25
6 Êîíòðîëüíà ðîáîòà 25

Ðàçîì 100

Ïåðøèé ìîäóëü ¾Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè i òåîði¨ áiíàð-
íèõ âiäíîøåíü¿ âêëþ÷à¹: àëãåáðó âèñëîâëåíü òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ,
àëãåáðó ìíîæèí, ëîãiêó ïðåäèêàòiâ, âiäîìîñòi ïðî áiíàðíi âiäíîøå-
ííÿ. Äðóãèé ìîäóëü ¾Îñíîâíi àëãåáðè òà ÷èñëîâi ñèñòåìè¿ âêëþ-
÷à¹: ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íèõ ñòðóêòóð: ïiâãðóïè, êâàçiãðóïè, ãðóïè,
êiëüöÿ, ïîëÿ; òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ ÷èñëîâi ñèñòåìè: íàòóðàëüíèõ,
öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ, êîìïëåêñíèõ ÷èñåë; ðîçãëÿíóòî íàé-
ïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî áóëüîâi àëãåáðè.

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi ðåöåíçåíòàì çà ðÿä öiííèõ çàóâàæåíü ùîäî
çìiñòó ïîñiáíèêà, âðàõóâàííÿ ÿêèõ ïîëiïøèëî éîãî ñòðóêòóðó.
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Ñïèñîê óìîâíèõ

ïîçíà÷åíü

... � âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi íàöiëî;
(a, b) � ÍÑÄ ÷èñåë a i b;
[a, b] � ÍÑÊ ÷èñåë a i b;
∧ � êîíþíêöiÿ, ëîãi÷íå

”
i“;

∨ � äèç'þíêöiÿ, ëîãi÷íå
”
àáî“;

t � ðîçäiëüíà äèç'þíêöiÿ;
T � iñòèííå âèñëîâëåííÿ, iñòèíà;
F � õèáíå âèñëîâëåííÿ, õèáà;
→ � iìïëiêàöiÿ, ëîãi÷íå

”
ÿêùî, òî“;

⇒ � ëîãi÷íå ñëiäóâàííÿ, ëîãi÷íå
”
ÿêùî, òî“;

≡ � ðiâíîñèëüíiñòü;
↔ � åêâiâàëåíöiÿ;
⇔ � ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü, ëîãi÷íå

”
òîäi i òiëüêè òîäi“;

∀ � êâàíòîð çàãàëüíîñòi;
∃ � êâàíòîð iñíóâàííÿ;
∩ � ïåðåòèí ìíîæèí;
∪ � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí;
\ � ìíîæèííèé ìiíóñ;
− � çíàê ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi ìíîæèí;
⊂ � âiäíîøåííÿ íåñòðîãîãî âêëþ÷åííÿ;
∅ � ïîðîæíÿ ìíîæèíà;
U � óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà;
A � äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A äî ïåâíî¨ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè;
∈ � âiäíîøåííÿ íàëåæíîñòi;
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/∈ � âiäíîøåííÿ çàïåðå÷åííÿ íàëåæíîñòi;
Mn � ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó äî åëåìåíòà n

âêëþ÷íî;
N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
N0 � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì;
Mn � ìíîæèíà ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó äî åëåìåíòà n âêëþ-

÷íî;
Nn � ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ n-îê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N2 �

ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð íàòóðàëüíèõ ÷èñåë);
N � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà;
∗, ?, ◦ � çíà÷êè äëÿ ïîçíà÷åííÿ áiíàðíèõ îïåðàöié;
Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;
Z− � ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë;
Z � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ öiëi ÷èñëà;
Q � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q+ � ìíîæèíà äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q− � ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ðàöiîíàëüíi ÷èñëà;
R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;
R+ � ìíîæèíà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë;
R− � ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë;
R � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ äiéñíi ÷èñëà;
C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;
C � àëãåáðà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà;

f : A
â(íà)−→ B � âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè A â(íà) ìíîæèíó B;

ϕ(a) � îáðàç åëåìåíòà a ïðè âiäîáðàæåííi ϕ : A −→ B;
A×B � äåêàðòiâ äîáóòîê;
ρ � áiíàðíå âiäíîøåííÿ;
pr1ρ � ïðîåêöiÿ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ρ ⊂ A × B íà ïåðøó

ìíîæèíó A äåêàðòîâîãî äîáóòêó;
ρ〈a〉 � çðiç áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ ïî åëåìåíòó a;
Re(z) � äiéñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà;
Im(z) � êîåôiöi¹íò óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
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Ðîçäië 1

Îñíîâíi àëãåáðè òà

÷èñëîâi ñèñòåìè

1 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî àëãåáðà¨÷íi

îïåðàöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

1. Âñòóï; ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨; ìóëüòèïëiêàòèâíà òà
àäèòèâíà ôîðìà çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðàöi¨; òàáëèöÿ Êåëi.

2. Äåÿêi îñîáëèâi åëåìåíòè âiäíîñíî áiíàðíèõ îïåðàöié.

3. Äåÿêi âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ îïåðàöié.

4. Ñòàáiëüíiñòü, iäåàëüíiñòü ïiäìíîæèíè âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïå-
ðàöi¨.

5. Êîí ðóåíöiÿ âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨; ïîíÿòòÿ ïðî ôàêòîð-
îïåðàöiþ òà áiíàðíèé ôàêòîð-îïåðàòèâ; ãëîáàëüíèé îïåðàòèâ.

6. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.

7. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.
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Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

1.1 Âñòóï; ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨; ìóëüòè�

ïëiêàòèâíà òà àäèòèâíà ôîðìà çàïèñó áiíàð�

íî¨ îïåðàöi¨; òàáëèöÿ Êåëi

1. Ñó÷àñíà àëãåáðà ïî ñóòi ðîçïî÷àëà ñâié áóðõëèâèé ðîçâèòîê
ó 20-ìó ñòîëiòòi. �¨ õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ ¹ òå, ùî âiäáóâñÿ ïå-
ðåõiä äî ðîçãëÿäó àáñòðàêòíèõ ìíîæèí, ìiæ åëåìåíòàìè ÿêèõ
ââîäÿòüñÿ ðiçíîìàíiòíi îïåðàöi¨, âiäíîøåííÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ ¨õ
âëàñòèâîñòi. Ïðè öüîìó ÷àñòî ïðèðîäà ïîõîäæåííÿ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè äëÿ àëãåáðè íåñóòò¹âà. Âàæëèâî ëèøå òå, ùî ìiæ åëåìåí-
òàìè ìíîæèíè âèçíà÷åíi ïåâíi îïåðàöi¨, âiäíîøåííÿ òà âêàçóþòüñÿ
àáî äîñëiäæóþòüñÿ òi ÷è iíøi âëàñòèâîñòi öèõ îïåðàöié òà âiäíî-
øåíü. Òîìó ÷àñòî ñó÷àñíó àëãåáðó ùå íàçèâàþòü àáñòðàêòíîþ àë�
ãåáðîþ, îñêiëüêè âîíà âèâ÷à¹ âëàñòèâîñòi îïåðàöié òà âiäíîøåíü
ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè äîâiëüíî¨ ïðèðîäè (iíîäi ãîâîðÿòü � äî-
âiëüíîãî ïîõîäæåííÿ).

2. Ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ¹ öåíòðàëüíèì ó ñó÷àñíié
àëãåáði. Ââåäåìî öå ïîíÿòòÿ çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨, âiä-
îáðàæåííÿ, ÿêi ¹ îäíèìè iç îñíîâíèõ â óñié ìàòåìàòèöi.

Íåõàé G 6= ∅ � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, à Gn
df
=

G×G× ...×G︸ ︷︷ ︸
n

df
= {(g1, g2, ..., gn)|g1, g2, ..., gn ∈ G} � äåêàðòîâèé

n-íèé ñòåïiíü ìíîæèíè G, òîáòî Gn � öå ìíîæèíà âñiõ âïîðÿä-
êîâàíèõ n-îê (g1, g2, ..., gn) åëåìåíòiâ iç ìíîæèíè G, äå n ∈ N �
íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Âiäîáðàæåííÿ fn : Gn −→ G ìíîæèíè Gn ó
ìíîæèíó G íàçèâà¹òüñÿ n-àðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíî�
æèíi G, à ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì öi¹¨ îïåðàöi¨.

Iíøèìè ñëîâàìè, n-àðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ fn � öå ôóí�
êöiÿ, ÿêà êîæíié âïîðÿäêîâàíié n-öi (g1, g2, ..., gn) åëåìåíòiâ iç ìíî-
æèíè G ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò g ∈ G òàêèé, ùî

g
df
= fn((g1, g2, ..., gn)).
Âiäìiòèìî, ùî n-àðíó îïåðàöiþ íà ìíîæèíi G iíîäi ðîçãëÿäàþòü

i ÿê ñêðiçü âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi G ôóíêöiþ n çìiííèõ iç çíà÷åí-
íÿìè iç ìíîæèíè G.
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Âñòóï; ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨; ìóëüòèïëiêàòèâíà òà

àäèòèâíà ôîðìà çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðàöi¨; òàáëèöÿ Êåëi

3. Íà ïðàêòèöi íàé÷àñòiøå çóñòði÷àþòüñÿ áiíàðíi îïåðàöi¨
(n = 2), óíàðíi îïåðàöi¨ (n = 1) (âiä ëàòèíñüêèõ ñëiâ binari�
us � ïîäâiéíèé, unus � îäèí). Äëÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ âæèâàþ-
òüñÿ ðiçíîìàíiòíi iíôiêñíi ïîçíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi ¨ì íàçâè. ßêùî
c = f2((a, b)), òî, ÿê ïðàâèëî, òàêó ðiâíiñòü ïîäàþòü ó âèãëÿäi
c = af2b, òîáòî c � öå ðåçóëüòàò ïðè âèêîíàííi áiíàðíî¨ îïåðàöi¨
f2 íàä åëåìåíòàìè a òà b. Ïðè öüîìó äëÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ ÷àñòî
âæèâàþòü òàê çâàíi ìóëüòèïëiêàòèâíó àáî àäèòèâíó ôîðìè çà-
ïèñó, à ñàìå:

� a · b = c � ìóëüòèïëiêàòèâíà1 ôîðìà çàïèñó, äå åëåìåí-
òè a òà b íàçèâàþòüñÿ ìíîæíèêàìè, ðåçóëüòàò îïåðàöi¨ c �
äîáóòêîì öèõ ìíîæíèêiâ, à ñèìâîë îïåðàöi¨ � öå òî÷êà,
êðóæå÷îê àáî çiðî÷êà, ÿêi iíîäi îïóñêàþòüñÿ;

� a + b = c � àäèòèâíà2 ôîðìà çàïèñó, äå åëåìåíòè a òà b
íàçèâàþòüñÿ äîäàíêàìè, ðåçóëüòàò îïåðàöi¨ c � ñóìîþ öèõ
äîäàíêiâ, à ñèìâîë îïåðàöi¨ � öå çíàê ïëþñ.

Óíàðíà îïåðàöiÿ iíîäi íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì i òåæ íà ïðà-
êòèöi ìà¹ ðiçíîìàíiòíi ïîçíà÷åííÿ òà âiäïîâiäíi ¨ì íàçâè, ç ÿêèìè
ïîçíàéîìèìñÿ ïiçíiøå.

Iíîäi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ íóëü-àðíî¨ îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi, ðî-
çóìiþ÷è ïiä öèì âèäiëåííÿ (ôiêñàöiþ) ÿêîãîñü ïåâíîãî åëåìåíòà
öi¹¨ ìíîæèíè.

Êðiì ââåäåíîãî âèùå îçíà÷åííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ ââîäèòüñÿ
òàêîæ i ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâî¨ (íå ñêðiçü âèçíà÷åíî¨) àëãåáðà¨÷íî¨
îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi G, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÷àñòêîâå âiäîáðàæå-
ííÿ ñòåïåíÿ Gn ìíîæèíè G â ìíîæèíó G. ßê ïðàâèëî, íà ïðàêòèöi
ðîçãëÿäàòèìåìî çâè÷àéíi ñêðiçü âèçíà÷åíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨. À
ÿêùî çóñòðiíåòüñÿ ÷àñòêîâà îïåðàöiÿ, òî îáîâ'ÿçêîâî çðîáèìî ïðî
öå âiäïîâiäíå çàóâàæåííÿ.

4. Ïðèêëàäè îïåðàöié.

1. Íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:

à) äîäàâàííÿ
”
+“, ìíîæåííÿ

”
·“ � áiíàðíi îïåðàöi¨;

1Biä ëàòèíñüêîãî multiplicatio � ìíîæåííÿ.
2Biä ëàòèíñüêîãî additio-äîäàâàííÿ.
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Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

á) âiäíiìàííÿ
”
−“, äiëåííÿ

”
:“ � ÷àñòêîâi áiíàðíi îïåðàöi¨;

â) ÍÑÄ (a, b), ÍÑÊ (a, b) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê, íàé-
ìåíøå ñïiëüíå êðàòíå äâîõ ÷èñåë a òà b � áiíàðíi îïåðàöi¨;

ã) 1 � íóëü-àðíà îïåðàöiÿ � âèäiëèëè åëåìåíò 1 ∈ N.

2. Íà ìíîæèíi Z � öiëèõ ÷èñåë, Q � ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, R �
äiéñíèõ ÷èñåë:

à) äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ � áiíàðíi îïåðàöi¨;

á) äiëåííÿ � ÷àñòêîâà áiíàðíà îïåðàöiÿ;

â) óòâîðåííÿ ïðîòèëåæíîãî ÷èñëà −a äî çàäàíîãî ÷èñëà a �
óíàðíà îïåðàöiÿ;

ã) 0, 1 � íóëü-àðíi îïåðàöi¨ � âèäiëåííÿ ÷èñåë 0, 1 ñåðåä óñiõ
÷èñåë.

3. Íà ìíîæèíi P(A)
df
= {C|C ⊂ A} âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A:

à) ïåðåòèí
”
∩“, îá'¹äíàííÿ

”
∪“, âiäíiìàííÿ

”
\“ ïiäìíîæèí

ìíîæèíè A � áiíàðíi îïåðàöi¨;

á) óòâîðåííÿ äîïîâíåííÿ A\C äî ïiäìíîæèíè C ⊂ A� óíàðíà

îïåðàöiÿ (iíîäi ïîçíà÷àþòü C, òîáòî C
df
= A \ C);

â) ∅, A � íóëü-àðíi îïåðàöi¨ � âèäiëåííÿ ïiäìíîæèí: ∅ �
ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè i A � ñàìî¨ ìíîæèíè A.

5. Ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè áiíàðíó îïåðàöiþ ìîæíà çà-
äàòè çà äîïîìîãîþ òàê çâàíî¨ òàáëèöi Êåëi, ÿêà ïî ñâî¨é ñòðóêòó-
ði íàãàäó¹ òàáëèöþ ìíîæåííÿ ÷èñåë. Äëÿ ¨¨ ïîáóäîâè âèïèñóþòü
ó ðÿäîê i ó ñòîâïåöü âñi åëåìåíòè äàíî¨ ìíîæèíè, äîòðèìóþ÷èñü
îäíîãî i òîãî æå ïîðÿäêó ¨õ ðîçòàøóâàííÿ. Çàïîâíåííÿ êëiòèíîê
òàáëèöi çäiéñíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî íà ïåðåòèíi ðÿäêà, ùî âiä-
ïîâiäà¹ åëåìåíòó a, i ñòîâïöÿ, ùî âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó b, çàïèñó¹-
òüñÿ ðåçóëüòàò a · b. Ïðè öüîìó äëÿ ÷àñòêîâî¨ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ íå
âñi êëiòèíêè òàáëèöi áóäóòü çàïîâíåíi, à ëèøå òi, äëÿ âiäïîâiäíèõ
åëåìåíòiâ ÿêèõ îïåðàöiÿ âèçíà÷åíà.
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Âñòóï; ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨; ìóëüòèïëiêàòèâíà òà

àäèòèâíà ôîðìà çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðàöi¨; òàáëèöÿ Êåëi

Ìàë. 1.1. Àðòóð Êåëi (1821 � 1895 ðîêè)

Ïðèêëàä. Ñêëàñòè òàáëèöi Êåëi äëÿ áiíàðíèõ îïåðàöié
ÍÑÄ(a, b), ÍÑÊ(a, b) íà ìíîæèíi M6 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë3, ÿêà ìà¹
âèãëÿä M6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà çàäàíié ìíîæèíiM6 îïåðàöiÿ ÍÑÄ ñêðiçü âè-
çíà÷åíà, i òîìó âñi êëiòèíêè âiäïîâiäíî¨ òàáëèöi Êåëi áóäóòü çàïîâ-
íåíi,

ÍÑÄ 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2
3 1 1 3 1 1 3
4 1 2 1 4 1 2
5 1 1 1 1 5 1
6 1 2 3 2 1 6

à îïåðàöiÿ ÍÑÊ ÷àñòêîâà, i òîìó íå âñi êëiòèíêè âiäïîâiäíî¨ òàáëèöi
áóäóòü çàïîâíåíèìè, à ëèøå òi, äëÿ ÿêèõ ÍÑÊ(a, b) 6 6.

3Ìíîæèíà Mn � ìíîæèíà ïåðøèõ n ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäó.
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ÍÑÊ 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6
2 2 2 6 4 6
3 3 6 3 6
4 4 4 4
5 5 5
6 6 6 6 6

1.2 Äåÿêi îñîáëèâi åëåìåíòè âiäíîñíî áiíàðíèõ

îïåðàöié

1. Íåõàé ∗ � ïîçíà÷åííÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi G.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Åëåìåíò g ∈ G íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì
(àáî, ãîâîðÿòü, iäåìïîòåíòíèì) âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî g∗g = g
(âiä ëàòèíñüêîãî idempotenti � îäíàêîâî ñòåïåííèé).

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Åëåìåíò g0 íàçèâà¹òüñÿ ïîãëèíàþ÷èì åëå�
ìåíòîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi g ∗ g0 =
= g0 ∗ g = g0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G, òîáòî

(∀g ∈ G)(g ∗ g0 = g0 ∗ g = g0).

Îçíà÷åííÿ 1.2.3. Åëåìåíò g0 íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì åëå�
ìåíòîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi g ∗ g0 =
= g0 ∗ g = g äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G, òîáòî

(∀g ∈ G)(g ∗ g0 = g0 ∗ g = g).

2. Î÷åâèäíî, ùî ÿê ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò, òàê i íåéòðàëüíèé
åëåìåíò ¹ iäåìïîòåíòàìè. Âèíèêàþòü òàêi çàïèòàííÿ (íà ÿêi
äàéòå âiäïîâiäi ñàìîñòiéíî):

à) ñêiëüêè ìîæå áóòè ðiçíèõ ïîãëèíàþ÷èõ òà íåéòðàëüíèõ åëå-
ìåíòiâ âiäíîñíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨?

á) ÷è ìîæå ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò áóòè îäíî÷àñíî íåéòðàëüíèì
åëåìåíòîì àáî, ùî òå æ ñàìå, íåéòðàëüíèé åëåìåíò áóòè îäíî÷àñíî
ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì?
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3. Âiäìiòèìî, ùî ïðè àäèòèâíié ôîðìi çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðà-
öi¨ íåéòðàëüíèé åëåìåíò ÷àñòî íàçèâàþòü íóëüîâèì (êîðîòêî �
íóëåì) i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì 0.

Îòæå, 0 � íóëüîâèé åëåìåíò âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨
”
+“,

ÿêùî
(∀g ∈ G)(0 + g = g + 0 = g).

Ïðè ìóëüòèïëiêàòèâíié ôîðìi çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ (ÿêà, äî
ðå÷i, âæèâà¹òüñÿ ÷àñòiøå âñüîãî) íåéòðàëüíèé åëåìåíò íàçèâàþòü
îäèíè÷íèì (êîðîòêî � îäèíèöåþ) i ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì

”
e“, à ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò � íóëüîâèì (êîðîòêî � íóëåì) i ïî-
çíà÷àþòü ñèìâîëîì 0. Îòæå,

e � îäèíè÷íèé åëåìåíò âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨
”
·“, ÿêùî

(∀g ∈ G)(e · g = g · e = g),

0 � íóëüîâèé åëåìåíò âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨
”
·“, ÿêùî

(∀g ∈ G)(0 · g = g · 0 = 0).

Çàóâàæèìî, ùî îäèíèöþ ÷àñòî ïîçíà÷àþòü (à îñîáëèâî äëÿ çâè÷àé-
íèõ ÷èñëîâèõ îïåðàöié) çâè÷àéíîþ îäèíèöåþ 1.

4. Ïðèêëàäè.
1. Íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ

1 � îäèíè÷íèé åëåìåíò, à íóëüîâîãî åëåìåíòà íåìà¹.
2. Íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ 0 ¹

íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì, à âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ 0 ¹ ïîãëè-
íàþ÷èì åëåìåíòîì, à 1 � íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì.

3. Íà ìíîæèíi P(A) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A ïîðîæíÿ ìíî-
æèíà ∅ ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∪ îá'¹äíàí-
íÿ ìíîæèí i ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∩ ïåðåòèíó
ìíîæèí, à ñàìà ìíîæèíà A � íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî ïåðå-
òèíó i ïîãëèíàþ÷èé � âiäíîñíî îá'¹äíàííÿ ìíîæèí.

1.3 Äåÿêi âëàñòèâîñòi áiíàðíèõ îïåðàöié

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, ñó÷àñíà àëãåáðà âèâ÷à¹ âëàñòèâîñòi
àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié. Âiäìiòèìî äåÿêi iç âëàñòèâîñòåé áiíàðíèõ
îïåðàöié, ÿêi íàé÷àñòiøå ðîçãëÿäàþòüñÿ íà ïðàêòèöi.
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Íåõàé ∗, ◦ � áiíàðíi îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi G.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Îïåðàöiÿ ∗ íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ (âiä
ëàòèíñüêîãî ñëîâà commutare � ïåðåìiùóâàòè), ÿêùî âèêîíó¹�
òüñÿ ðiâíiñòü x∗y = y∗x äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ G òîáòî

(∀x, y ∈ G)(x ∗ y = y ∗ x).

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Îïåðàöiÿ ∗ íàçèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâíîþ (âiä
ëàòèíñüêîãî ñëîâà associatio � ç'¹äíàííÿ, ñïîëó÷åííÿ), ÿêùî âèêî�
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
x, y, z ∈ G, òîáòî

(∀x, y, z ∈ G)((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)).

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. Îïåðàöiÿ ∗ íàçèâà¹òüñÿ ñêîðîòíîþ çëiâà,
âiäïîâiäíî � ñïðàâà, ÿêùî ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

(∀g, g1, g2)(g ∗ g1 = g ∗ g2 → g1 = g2) � ëiâà ñêîðîòíiñòü;
(∀g, g1, g2)(g1 ∗ g = g2 ∗ g → g1 = g2) � ïðàâà ñêîðîòíiñòü,

íàçèâà¹òüñÿ ñêîðîòíîþ (àáî, ãîâîðÿòü, äâîñòîðîíí¹ ñêîðîòíîþ),
ÿêùî öÿ îïåðàöiÿ ñêîðîòíà i çëiâà, i ñïðàâà îäíî÷àñíî.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. Îïåðàöiÿ ∗ íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíîþ,
ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü g ∗ g = g äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
g ∈ G, òîáòî

(∀g ∈ G)(g ∗ g = g).

Îçíà÷åííÿ 1.3.5. Îïåðàöiÿ ◦ íàçèâà¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíîþ
çëiâà, âiäïîâiäíî � ñïðàâà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî ìàþòü ìiñöå
òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀g, g1, g2)(g ◦ (g1 ∗ g2) = (g ◦ g1) ∗ (g ◦ g2)) � ëiâà äèñòðèáóòèâ�
íiñòü;

(∀g, g1, g2)((g1 ∗ g2) ◦ g = (g1 ◦ g) ∗ (g2 ◦ g)) � ïðàâà äèñòðèáóòèâ�
íiñòü, i íàçèâà¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíîþ (àáî, ãîâîðÿòü, äâîñòîðîí�
í¹ äèñòðèáóòèâíîþ), ÿêùî öÿ îïåðàöiÿ ◦ äèñòðèáóòèâíà i çëiâà,
i ñïðàâà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗ (âiä ëàòèíñüêîãî ñëîâà distribution �
ðîçïîäiëåííÿ).

2. Íåõàé i ∈ G� íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, òîáòî
i ∗ g = g ∗ i = g äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G.
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Îçíà÷åííÿ 1.3.6. Åëåìåíò h ∈ G íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì
äî åëåìåíòà g ∈ G âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi
h∗g = g ∗h = i; òîäi ñàì åëåìåíò g íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðèçîâàíèì
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗.

Î÷åâèäíî, ùî êîëè h � ñèìåòðè÷íèé åëåìåíò äî åëåìåíòà g
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, òî i åëåìåíò g ¹ ñèìåòðè÷íèì äî åëåìåíòà h, à
h òîäi ¹ ñèìåòðèçîâàíèì âiäíîñíî äàíî¨ îïåðàöi¨ ∗.

Öiêàâî ç'ÿñóâàòè, à ñêiëüêè ìîæå áóòè ñèìåòðè÷íèõ åëåìåíòiâ
äî äàíîãî åëåìåíòà âiäíîñíî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ îïåðàöi¨ (ñàìîñòiéíî
äàéòå âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ).

Âiäìiòèìî, ùî ïðè àäèòèâíié ôîðìi çàïèñó îïåðàöi¨ ñèìåòðè-
÷íèé åëåìåíò ÷àñòî íàçèâàþòü ïðîòèëåæíèì äî äàíîãî åëå�
ìåíòà g i ïîçíà÷àþòü éîãî ó âèãëÿäi −g; îòæå, ìà¹ìî (−g) + g =
= g + (−g) = 0, äå 0 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ +.
Àíàëîãi÷íî ïðè ìóëüòèïëiêàòèâíié ôîðìi çàïèñó îïåðàöi¨ ñèìåòðè-
÷íèé åëåìåíò ÷àñòî íàçèâàþòü îáåðíåíèì äî äàíîãî åëåìåíòà
i ïîçíà÷àþòü éîãî ó âèãëÿäi g−1, à äàíèé åëåìåíò g òîäi íàçèâàþòü
îáîðîòíèì; îòæå, ìà¹ìî g−1 · g = g · g−1 = e, äå e � íåéòðàëüíèé
åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ · . Çàóâàæèìî, ùî ó çâ'ÿçêó ç òàêèìè
ïîçíà÷åííÿìè ìàòèìóòü ìiñöå ðiâíîñòi −(−g) = g i (g−1)−1 = g
(ïîìiðêóéòå íàä öèìè ðiâíîñòÿìè!).

Îçíà÷åííÿ 1.3.7. Îïåðàöiÿ ∗ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðèçîâàíîþ,
ÿêùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè ñèìåòðèçîâàíi âiäíîñíî öi¹¨ îïåðàöi¨.

3. Ïðèêëàäè.

1. Íà ìíîæèíi Z öiëèõ ÷èñåë:

à) îïåðàöiÿ + äîäàâàííÿ êîìóòàòèâíà, àñîöiàòèâíà, ñêîðî÷ó-
âàíà, ñèìåòðèçîâàíà, íåiäåìïîòåíòíà;

á) îïåðàöiÿ · ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà, àñîöiàòèâíà, ñêîðî÷ó-
âàíà íà íåíóëüîâi ÷èñëà, íå ñèìåòðèçîâàíà, íåiäåìïîòåíòíà,
äèñòðèáóòèâíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ + äîäàâàííÿ;

â) îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ íå êîìóòàòèâíà, íå àñîöiàòèâíà, íå
iäåìïîòåíòíà, íå ñèìåòðèçîâàíà, ñêîðî÷óâàíà.
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2. Íà ìíîæèíi P(A) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A îáèäâi îïåðàöi¨
� ïåðåòèíó ∩ i îá'¹äíàííÿ ∪ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A � êîìó-
òàòèâíi, iäåìïîòåíòíi, àñîöiàòèâíi, âçà¹ìíî äèñòðèáóòèâíi, íå
ñêîðî÷óâàíi, íå ñèìåòðèçîâàíi.

1.4 Ñòàáiëüíiñòü, iäåàëüíiñòü ïiäìíîæèíè âiäíî�

ñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨

1. Íåõàé ∗ � áiíàðíà îïåðàöiÿ íà ìíîæèíi G, à H ⊂ G � äî-
âiëüíà ¨¨ ïiäìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 1.4.1. Ïiäìíîæèíà H ⊂ G íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëü�
íîþ àáî, ãîâîðÿòü, çàìêíóòîþ, ñòiéêîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀h1, h2)(h1, h2 ∈ H → h1 ∗ h2 ∈ H),

òîáòî åëåìåíò h = h1 ∗ h2, ÿêèé ¹ ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ îïå�
ðàöi¨ íàä äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè h1, h2 ç ìíîæèíè H òåæ íàëå�
æèòü öié ìíîæèíi (âiä ëàòèíñüêîãî stabilis � ñòiéêèé).

Òå, ùî ïiäìíîæèíà H ⊂ G ñòiéêà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, áóäåìî
iíîäi ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòè ñïiââiäíîøåííÿì H ∗ H ⊂ H (ÿêå, ùî
ïiçíiøå ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå, ïîâ'ÿçàíå ç ïîøèðåííÿì îïåðà�
öi¨ ∗, çàäàíî¨ íà åëåìåíòàõ ìíîæèíè G, íà ïiäìíîæèíè öi¹¨ ìíî�
æèíè).

Îçíà÷åííÿ 1.4.2. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I ⊂ G íàçèâà¹òüñÿ
ëiâèì, âiäïîâiäíî ïðàâèì iäåàëîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀g, h ∈ G)(h ∈ I → g ∗ h ∈ I) � ëiâèé iäåàë I,
âiäïîâiäíî

(∀g, h ∈ G)(h ∈ I → h ∗ g ∈ I) � ïðàâèé iäåàë I.

Iíîäi ãîâîðÿòü, ùî I � îäíîñòîðîííié iäåàë, ÿêùî I � ëiâèé
iäåàë àáî ïðàâèé iäåàë. Òå, ùî I � ëiâèé iäåàë, ìîæíà ñèìâîëi÷íî
âèðàçèòè ñïiââiäíîøåííÿì G ∗ I ⊂ I, à òå, ùî I � ïðàâèé iäåàë,
âèðàçèòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì I ∗G ⊂ I.
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Îçíà÷åííÿ 1.4.3. Ïiäìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì (àáî, ãî�
âîðÿòü, äâîñòîðîííiì iäåàëîì) âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, ÿêùî I � i
ëiâèé, i ïðàâèé iäåàë âiäíîñíî öi¹¨ îïåðàöi¨.

Ç íàâåäåíèõ îçíà÷åíü 1.4.2, 1.4.3 î÷åâèäíî, ùî íåïîðîæíÿ ïiä-
ìíîæèíà I ⊂ G � iäåàë, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀g, h ∈ G)(h ∈ I → g ∗ h, h ∗ g ∈ I),

ÿêå ðiâíîñèëüíå âêëþ÷åííþ

G ∗ I ∪ I ∗G ⊂ H.

2. Î÷åâèäíà òàêà òåîðåìà, ÿêà çâ'ÿçó¹ ïîíÿòòÿ iäåàëüíîñòi ïiä-
ìíîæèíè ç ¨¨ ñòàáiëüíiñòþ:

Òåîðåìà 1.4.1. ßêùî I ⊂ G � iäåàë (íå îáîâ'ÿçêîâî äâîñòîðîí�
íié), òî I � ñòàáiëüíà ïiäìíîæèíà âiäíîñíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨ íà
ìíîæèíi G.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíî.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ i ñàìà ìíîæèíà G, íà

ÿêié çàäàíà îïåðàöiÿ, ¹ ñòàáiëüíèìè âiäíîñíî öi¹¨ îïåðàöi¨. Ïðî öi
ìíîæèíè ãîâîðÿòü, ùî âîíè ¹ òðèâiàëüíèìè ñòàáiëüíèìè ïiä�
ìíîæèíàìè äàíî¨ ìíîæèíè G, (âiä ëàòèíñüêîãî trivialis � äóæå
ïðîñòèé, ïîçáàâëåíèé îðèãiíàëüíîñòi, áóäåííèé). Î÷åâèäíî òàêîæ,
ùî ñàìà ìíîæèíà G ¹ iäåàëîì, ÿêèé òåæ íàçèâàþòü òðèâiàëüíèì
iäåàëîì, ÿêèé, î÷åâèäíî, ìiñòèòü áóäü-ÿêèé iäåàë âiäíîñíî äîâiëü-
íî¨ îïåðàöi¨.

3. Ïðèêëàä. Íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ïiäìíîæèíà:
1. 2N = {2n|n ∈ N} � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

� ñòàáiëüíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, àëå âîíà íå ¹ iäåàëîì �
íi ëiâèì, íi ïðàâèì.

2. 2N ¹ iäåàëîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.
3. 2N − 1 = {2n − 1|n ∈ N} � öå ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèõ íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë � ñòàáiëüíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, àëå íå ¹ íi
ëiâèì, íi ïðàâèì iäåàëîì âiäíîñíî öi¹¨ îïåðàöi¨; à âiäíîñíî îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ öÿ ìíîæèíà íå ¹ ñòàáiëüíîþ.
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1.5 Êîí ðóåíöiÿ âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨; ïîíÿ�

òòÿ ïðî ôàêòîð-îïåðàöiþ òà áiíàðíèé ôàêòîð�

îïåðàòèâ; ãëîáàëüíèé îïåðàòèâ

1. Íåõàé ∗ � áiíàðíà îïåðàöiÿ íà ìíîæèíi G. Òîäi ïàðó (G; ∗)
÷àñòî íàçèâàþòü áiíàðíèì îïåðàòèâîì ÿêèé êîðîòêî ïîçíà÷èìî

G. Îòæå, G df
= (G; ∗).

Ðîçãëÿíåìî íà öüîìó îïåðàòèâi G áiíàðíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi ε ⊂ G×G. Ïðèãàäa¹ìî, ùî åêâiâàëåíòíiñòü ε � ðåôëåêñèâ-
íå, ñèìåòðè÷íå i òðàíçèòèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè
ìíîæèíè G, òîáòî:

(∀g ∈ G)(g ≡ g(ε)) � ðåôëåêòèâíiñòü ε;
(∀g, h ∈ G)(g ≡ h(ε)→ h ≡ g(ε)) � ñèìåòðè÷íiñòü ε;
(∀g, h, t ∈ G)(g ≡ h(ε), h ≡ t(ε) → g ≡ t(ε)) � òðàíçèòèâíiñòü ε,

äå x ≡ y(ε) îçíà÷à¹ (x; y) ∈ ε.

Îçíà÷åííÿ 1.5.1. Åêâiâàëåíòíiñòü ε ⊂ G × G íàçèâà¹òüñÿ
êîíãðóåíöi¹þ áiíàðíîãî îïåðàòèâà G, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ�
âiäíîøåííÿ

(∀x, y, s, t ∈ G)(x ≡ y(ε), s ≡ t(ε)→ x ∗ s ≡ y ∗ t(ε)), (1.5.1)

òîáòî, ãîâîðÿòü, åêâiâàëåíòíiñòü ε
”
óçãîäæó¹òüñÿ“ ç îïåðàöi¹þ

∗ (âiä ëàòèíñüêîãî congruentia � óçãîäæåíiñòü, âiäïîâiäíiñòü).

2. Âiäîìî, ùî åêâiâàëåíòíiñòü ε íà ìíîæèíi G äàíîãî áiíàðíî-
ãî îïåðàòèâà G = (G; ∗) óòâîðþ¹ ðîçáèòòÿ öi¹¨ ìíîæèíè íà êëà�
ñè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi ïîçíà÷àòèìåìî ó âèãëÿäi [g]ε, äå g ∈ G
� äîâiëüíèé ïðåäñòàâíèê öüîãî êëàñó [g]ε, òîáòî h ∈ [g]ε ⇔ g ≡
≡ h(ε) ⇔ [g]ε = [h]ε (çãàäàéòå äîâåäåííÿ öèõ ðiâíîñèëüíîñòåé àáî
ïðîâåäiòü ¨õ ñàìîñòiéíî). Öå ðîçáèòòÿ íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ìíî�
æèíîþ ìíîæèíè G ïî åêâiâàëåíòíîñòi ε i ïîçíà÷à¹òüñÿ G/ε.

Îòæå, G/ε
df
= {[g]ε|g ∈ G}.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íà ôàêòîð-ìíîæèíi G/ε ìîæíà çàäàòè áiíàðíó
îïåðàöiþ, ÿêó ïîçíà÷èìî ∗ε, ÿêùî åêâiâàëåíòíiñòü ε ¹ êîí ðóåíöi¹þ
áiíàðíîãî îïåðàòèâà, à ñàìå:

[g] ∗ε [h]ε
df
= [g ∗ h]ε, (1.5.2)
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Êîí ðóåíöiÿ âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨; ïîíÿòòÿ ïðî ôàêòîð-îïåðàöiþ

òà áiíàðíèé ôàêòîð-îïåðàòèâ; ãëîáàëüíèé îïåðàòèâ

äå g, h � äîâiëüíi åëåìåíòè îïåðàòèâà G. Ïîêàæåìî, ùî ∗ε ñïðàâäi
¹ îïåðàöi¹þ, òîáòî ðåçóëüòàò [g ∗ h]ε öi¹¨ îïåðàöi¨ ∗ε íàä êëàñàìè
åêâiâàëåíòíîñòi [g]ε, [h]ε íå çàëåæèòü âiä äîâiëüíèõ ïðåäñòàâíèêiâ
g1 ∈ [g]ε, h1 ∈ [h]ε öèõ êëàñiâ, i òîìó âèêîíóâàòèìóòüñÿ ðiâíîñòi
[g1]ε ∗ε [h1]ε = [g1 ∗ h1]ε = [g ∗ h]ε, ùî ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ
g1 ∗ h1 ≡ g ∗ h(ε). Äiéñíî, ÿêùî g1 ∈ [g]ε, h1 ∈ [h]ε òîáòî g ≡
≡ g1(ε), h ≡ h1(ε) òî, îñêiëüêè ε óçãîäæó¹òüñÿ ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ
∗, ìàòèìåìî g ∗ h ≡ g1 ∗ h1(ε), ùî i ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi [g ∗ h]ε =
= [g1 ∗ h1]ε, ÿêó ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. Îòæå, íàìè äîâåäåíà òàêà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.5.1. ßêùî ε � êîíãðóåíöiÿ áiíàðíîãî îïåðàòèâà
G = (G; ∗), òî íà ôàêòîð-ìíîæèíi G/ε öüîãî îïåðàòèâà ðiâíiñòü
(1.5.2) çàäà¹ áiíàðíó îïåðàöiþ ∗ε, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-îïå�
ðàöi¹þ ïî êîíãðóåíöi¨ ε, âiäïîâiäíîþ áiíàðíié îïåðàöi¨ ∗ äàíîãî
îïåðàòèâà G.

Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Áiíàðíèé îïåðàòèâ G/ε df
= (G/ε; ∗ε), ÿêèé

óòâîðåíèé íà ôàêòîð-ìíîæèíi G/ε çà äîïîìîãîþ ôàêòîð-îïåðà�
öi¨ ∗ε ïî êîíãðóåíöi¨ ε áiíàðíîãî îïåðàòèâà G = (G; ∗), íàçèâà¹òüñÿ
áiíàðíèì ôàêòîð-îïåðàòèâîì ïî êîíãðóåíöi¨ ε, àñîöiéîâàíèì
ç äàíèì áiíàðíèì îïåðàòèâîì G.

3. Ïðèêëàä. Íåõàé (N0; +) � áiíàðíèé îïåðàòèâ, íà áàçîâié
ìíîæèíi N0 = N ∪ {0} âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ÿêîãî çàäàíà
çâè÷àéíà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ ε3 ⊂
⊂ N0×N0 ìiæ ÷èñëàìè öi¹¨ ìíîæèíè, ÿêå çàäàíå ñïiââiäíîøåííÿì
m ≡ n(ε3), ÿêùî m i n ïðè äiëåííi íà 3 ìàþòü ðiâíi îñòà÷i.

Î÷åâèäíî, ùî öå âiäíîøåííÿ ε3 ¹ êîíãðóåíöi¹þ îïåðàòè-
âà (N0; +). Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ôàêòîð-ìíîæèíó N0/ε3 =
= {[0]ε3 , [1]ε3 , [2]ε3}, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ êëàñiâ:

[0]ε3 � âñi ÷èñëà ç N0, ÿêi ïðè äiëåííi íà 3 äàþòü îñòà÷ó 0;
[1]ε3 � âñi ÷èñëà ç N0, ÿêi ïðè äiëåííi íà 3 äàþòü îñòà÷ó 1;
[2]ε3 � âñi ÷èñëà ç N0, ÿêi ïðè äiëåííi íà 3 äàþòü îñòà÷ó 2.

Íà öié ôàêòîð-ìíîæèíi N0/ε3 óòâîðþ¹òüñÿ ôàêòîð-îïåðàöiÿ +ε3

äîäàâàííÿ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ïî ε3, ÿêó çàäàìî íèæ÷å òàáëè-
öåþ Êåëi
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+ε3 [0]ε3 [1]ε3 [2]ε3
[0]ε3 [0]ε3 [1]ε3 [2]ε3
[1]ε3 [1]ε3 [2]ε3 [0]ε3
[2]ε3 [2]ε3 [0]ε3 [1]ε3

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìàëè àñîöiéîâàíèé ç äàíèì áiíàðíèì îïåðàòè-
âîì (N0; +) ôàêòîð-îïåðàòèâ (N0/ε3; +ε3), ÿêèé ìà¹ áiëüø

”
êîìïà-

êòíiøèé“ âèãëÿä â ïîðiâíÿííi ç äàíèì îïåðàòèâîì (N0; +), îñêiëü-
êè ìiñòèòü ëèøå òðè åëåìåíòè, ïðåäñòàâíèêàìè ÿêèõ ¹ îñòà÷i âiä
äiëåííÿ ÷èñåë íà òðè, ç ÿêèìè ëåãøå ïðàöþâàòè, íiæ ç óñiìà ÷è-
ñëàìè, ÿêèõ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü.

4. Ó ðåçóëüòàòi ìîæëèâîñòi ââåäåííÿ êîí ðóåíöié òà âiäïîâiä-
íèõ ôàêòîð-îïåðàòèâiâ ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê: ââåäåííÿ
êîí ðóåíöié íà îïåðàòèâi òà óòâîðåííÿ àñîöiéîâàíèõ ôà�
êòîð-îïåðàòèâiâ ïîëåãøó¹ ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè äàíi
îïåðàòèâè çà äîïîìîãîþ öèõ àñîöiéîâàíèõ ôàêòîð-îïåðàòè�
âiâ, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, ìàþòü ïðîñòiøó, êîìïàêòíiøó áóäîâó
ó ïîðiâíÿííi iç çàäàíèìè îïåðàòèâàìè.

5. Iíîäi çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ïîðÿä iç çàäàíèì áiíàðíèì îïåðàòè-
âîì G = (G; ∗) àñîöiéîâàíèé ç íèì òàê çâàíèé ãëîáàëüíèé áiíàðíèé
îïåðàòèâ. Äëÿ öüîãî íà ìíîæèíi P(G) = {H|H ⊂ G} âñiõ ïiä-
ìíîæèí áàçîâî¨ ìíîæèíè G äàíîãî îïåðàòèâà ââåäåìî îïåðàöiþ ?,
àñîöiéîâàíó ç îïåðàöi¹þ ∗:

H1 ? H2
df
= {h1 ∗ h2|h1 ∈ H1, h2 ∈ H2},

äå H1, H2 ⊂ G � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè G. Öþ îïåðàöiþ ?
íàçâåìî ãëîáàëüíîþ îïåðàöi¹þ, àñîöiéîâàíîþ ç îïåðàöi¹þ ∗.
Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íîâèé áiíàðíèé îïåðàòèâ P(G)

df
= (P(G); ?),

ÿêèé íàçâåìî ãëîáàëüíèì îïåðàòèâîì, àñîöiéîâàíèì ç äàíèì
îïåðàòèâîì G = (G; ∗).

Áåçïåðå÷íî, ùî äåÿêi iç âëàñòèâîñòåé îïåðàöié îïåðàòèâà i âiä-
ïîâiäíîãî éîìó ãëîáàëüíîãî îïåðàòèâà çáåðiãàþòüñÿ, òîáòî çàëèøà-
þòüñÿ òèìè æ ñàìèìè, à äåÿêi iç âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé âiäìiííi
îäíà âiä îäíî¨. Ñàìîñòiéíî ïðîñëiäêóéòå çà âiäïîâiäíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè (íàïðèêëàä, êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ çáåðiãà¹òüñÿ ïðè
ïåðåõîäi âiä îäíi¹¨ ç öèõ îïåðàöié äî iíøî¨ ç íèõ).
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Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè

1.6 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ×îìó ñó÷àñíó àëãåáðó íàçèâàþòü àáñòðàêòíîþ?

2. Ùî òàêå àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ?

3. ßêà îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ áiíàðíîþ?

4. Ùî òàêå óíàðíà îïåðàöiÿ?

5. ßêó îïåðàöiþ íàçèâàþòü íóëü-àðíîþ?

6. Íàâåäiòü ïðèêëàäè:

à) áiíàðíèõ îïåðàöié;

á) óíàðíèõ îïåðàöié;

â) íóëü-àðíèõ îïåðàöié.

7. Ùî òàêå ÷àñòêîâà àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ?

8. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ÷àñòêîâèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié.

9. Ùî òàêå òàáëèöÿ Êåëi? Íàâåäiòü ïðèêëàäè òàêî¨ òàáëèöi.

10. ßêèé âèãëÿä ìàòèìå òàáëèöÿ Êåëi äëÿ ÷àñòêîâî¨ áiíàðíî¨ îïå-
ðàöi¨? Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäi.

11. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíèì?

12. Ùî òàêå ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò âiäíîñíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨?

13. Ùî òàêå íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨?

14. Äîñëiäiòü, ñêiëüêè ìîæå áóòè âiäíîñíî çàäàíî¨ îïåðàöi¨:

à) ïîãëèíàþ÷èõ åëåìåíòiâ;

á) íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ.

15. Ó ÿêèõ âèïàäêàõ îäèí i òîé æå åëåìåíò ¹ i ïîãëèíàþ÷èì, i
íåéòðàëüíèì?
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16. Ùî òàêå:

à) àäèòèâíà ôîðìà çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðàöi¨;

á) ìóëüòèïëiêàòèâíà ôîðìà çàïèñó áiíàðíî¨ îïåðàöi¨
òà, ÿêi íàçâè i ïîçíà÷åííÿ ïðè öüîìó âæèâàþòüñÿ? Íàâåäiòü
iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè.

17. ßêà áiíàðíà îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ:

à) êîìóòàòèâíîþ;

á) àñîöiàòèâíîþ;

â) ñêîðîòíîþ çëiâà, ñïðàâà, äâîñòîðîíí¹ ñêîðîòíîþ;

ã) iäåìïîòåíòíîþ;

ä) äèñòðèáóòèâíîþ çëiâà, ñïðàâà, äâîñòîðîíí¹ äèñòðèáóòèâ-
íîþ?

18. Íàâåäiòü ïðèêëàäè êîìóòàòèâíèõ îïåðàöié, àñîöiàòèâíèõ îïå-
ðàöié, ñêîðîòíèõ çëiâà, ñïðàâà, äâîñòîðîíí¹ ñêîðîòíèõ îïåðà-
öié, iäåìïîòåíòíèõ îïåðàöié, äèñòðèáóòèâíèõ çëiâà, ñïðàâà,
äâîñòîðîíí¹ äèñòðèáóòèâíèõ îïåðàöié.

19. Íàâåäiòü ïðèêëàä âçà¹ìíî äèñòðèáóòèâíèõ îïåðàöié.

20. Ùî òàêå ñèìåòðè÷íèé åëåìåíò, ñèìåòðèçîâàíèé åëåìåíò âiä-
íîñíî çàäàíî¨ áiíàðíî¨ îïåðàöié?

21. Ñêiëüêè ìîæå áóòè ñèìåòðè÷íèõ åëåìåíòiâ äî çàäàíîãî åëå-
ìåíòà âiäíîñíî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ îïåðàöi¨?

22. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ñèìåòðè÷íèé åëåìåíò äî ñèìåòðè÷íîãî
åëåìåíòà?

23. ßêi íàçâè âæèâàþòüñÿ äëÿ ñèìåòðè÷íîãî, ñèìåòðèçîâàíîãî
åëåìåíòiâ ó âèïàäêó

à) àäèòèâíî¨ ôîðìè çàïèñó;

á) ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ôîðìè çàïèñó

áiíàðíî¨ îïåðàöi¨?

24. ßêà îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðèçîâàíîþ?
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25. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ñèìåòðèçîâàíèõ, íåñèìåòðèçîâàíèõ áiíàð-
íèõ îïåðàöié.

26. ßêà ïiäìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëüíîþ âiäíîñíî áiíàðíî¨
îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà ìíîæèíi?

27. Ùî òàêå ëiâèé iäåàë, ïðàâèé iäåàë, äâîñòîðîííié iäåàë âiäíî-
ñíî çàäàíî¨ áiíàðíî¨ îïåðàöié?

28. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ñòàáiëüíèõ ïiäìíîæèí, îäíîñòîðîííiõ iäå-
àëiâ, äâîñòîðîííiõ iäåàëiâ âiäíîñíî çàäàíî¨ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨.

29. ßêi òðèâiàëüíi ñòàáiëüíi ïiäìíîæèíè, òðèâiàëüíi iäåàëè Âè
çíà¹òå?

30. ×è áóäü-ÿêèé îäíîñòîðîííié, äâîñòîðîííié iäåàë ¹ ñòàáiëüíîþ
ïiäìíîæèíîþ âiäíîñíî çàäàíî¨ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨? Ïîÿñíiòü
ñâîþ âiäïîâiäü. ×è ïðàâèëüíèì ¹ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ? Îá-
 ðóíòóéòå ñâîþ âiäïîâiäü.

31. Ùî òàêå áiíàðíèé îïåðàòèâ? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

32. ßêå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ?

33. Ùî òàêå ôàêòîð-ìíîæèíà äàíî¨ ìíîæèíè ïî çàäàíié ãà íié
åêâiâàëåíòíîñòi?

34. Ùî òàêå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè?

35. Ùî òàêå êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi òà ÿê âií ïîçíà÷à-
¹òüñÿ?

36. ßêèé Âè çíà¹òå çâ'ÿçîê ìiæ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè òà ôàêòîð-
ìíîæèíîþ?

37. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ìíîæèíè òà ôàêòîð-ìíîæèíè i âêàæiòü
ìiæ íèìè âçà¹ìîçâ'ÿçêè?

38. ßêà åêâiâàëåíòíiñòü íà ìíîæèíi áiíàðíîãî îïåðàòèâà íàçèâà-
¹òüñÿ êîí ðóåíöi¹þ?

39. Ùî òàêå ôàêòîð-îïåðàöiÿ, ÿêà âiäïîâiäíà çàäàíié áiíàðíié
îïåðàöi¨, ïî âêàçàíié êîíãðóåíöi¨?
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40. Íàâåäiòü ïðèêëàäè êîíãðóåíöi¨ áiíàðíîãî îïåðàòèâà òà âiäïî-
âiäíî¨ ¨é ôàêòîð-îïåðàöi¨.

41. Ùî òàêå ôàêòîð-îïåðàòèâ ïî êîíãðóåíöi¨, ÿêèé àñîöiéîâàíèé
ç äàíèì áiíàðíèì îïåðàòèâîì, òà ÿê âií óòâîðþ¹òüñÿ?

42. ßêà ïåðåâàãà ïðè äîñëiäæåííi ôàêòîð-îïåðàòèâiâ ó ïîðiâíÿí-
íi iç äîñëiäæåííÿì ñàìîãî îïåðàòèâà?

43. Ùî òàêå ãëîáàëüíà îïåðàöiÿ, àñîöiéîâàíà ç äàíîþ áiíàðíîþ
îïåðàöi¹þ? Ïîÿñíiòü íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi.

44. Ùî òàêå ãëîáàëüíèé îïåðàòèâ, àñîöiéîâàíèé iç äàíèì îïåðà-
òèâîì?

45. ×è çàâæäè ôàêòîð-îïåðàöiÿ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ãëîáàëü-
íî¨ îïåðàöi¨ äëÿ äîâiëüíîãî áiíàðíîãî îïåðàòèâà?

46. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi iç âêàçàíèõ âiäíîøåíü ◦ çàäàþòü íà ìíîæèíi A
îïåðàöi¨, òà âêàçàòè ¨õ àðíiñòü, ÿêùî:

a) A = R; ◦ = {(a; b; c)|c = ab ∧ a, b, c ∈ A};
á) A = R; ◦ = {(a; b)|a3 = b ∧ a, b ∈ A};
â) A = R+ ∪ {0}; ◦ = {(a; b)|b =

√
a ∧ a, b ∈ A};

ã) A = Z; ◦ = {(m;n; k)| |k| = |m+ n| ∧m,n, k ∈ A};
ä) A = N; ◦ = {(n; 1)| ◦ (n) = 1 ∧A ∈ A};
å) A = Q \ {0}; ◦ = {(a; b)|ab = 1 ∧ a, b ∈ A}.

47. Íà ìíîæèíi A = {0, 1, 2,−1,−2} ðîçãëÿäàþòüñÿ äi¨ äîäàâàííÿ,
âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ. Ïîÿñíèòè, ÷îìó öi îïåðàöi¨ íå ¹ ñêðiçü
âèçíà÷åíèìè. Ñêëàñòè äî êîæíî¨ ç öèõ îïåðàöié òàáëèöþ Êåëi
òà âêàçàòè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ öèõ îïåðàöié.

48. Ó cêií÷åííié ìíîæèíi çà äîïîìîãîþ òàáëèöi Êåëi çàäàíà ái-
íàðíà îïåðàöiÿ. ßê ïåðåâiðèòè, ÷è âîíà:

à) êîìóòàòèâíà;

á) àñîöiàòèâíà;

â) ñêîðî÷óâàíà çëiâà, ñïðàâà;
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ã) ìà¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò;

ä) ìà¹ ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò;

å) iäåìïîòåíòíà;

¹) îáîðîòíà?

49. Ç'ÿñóâàòè, ÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäi¹ áiíàðíà îïåðàöiÿ ◦,
ÿêà çàäàíà òàáëèöåþ Êåëi íèæ÷å.

◦ 1 2 3 4

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
4 4 4 4 4

50. Äîñëiäèòè, ÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü îïåðàöi¨ êîí'þí-
êöi¨, äèç'þíêöi¨, iìïëiêàöi¨ ó ìíîæèíi âñiõ âèñëîâëåíü. Âiäíî-
ñíî ÿêèõ îïåðàöié â öié ìíîæèíi ¹ íåéòðàëüíèé òà ïîãëèíàþ-
÷èé åëåìåíòè?

51. ßêi âëàñòèâîñòi ìàþòü îïåðàöi¨ ïåðåòèíó, îá'¹äíàííÿ òà âiäíi-
ìàííÿ â ìíîæèíi P(A) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A? Âiäíîñíî
ÿêèõ iç âêàçàíèõ îïåðàöié â öié ìíîæèíi ¹ íåéòðàëüíèé òà
ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíòè?

52. Cêëàñòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ îïåðàöié:

à) çíàõîäæåííÿ ÍÑÄ íà ìíîæèíi {1, 2, 3, 4, 6, 12};
á) çíàõîäæåííÿ ÍÑÊ íà ìíîæèíi {1, 2, 3, 4, 6, 12};
â) êîìïîçèöi¨ ñàìîñóìiùåíü ðîìáà, ïðÿìîêóòíèêà, êâàäðàòà.
ßêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü öi îïåðàöi¨?

53. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ ñèìåòðè÷íîãî âiäíi-
ìàííÿ ìiæ ïiäìíîæèíàìè ìíîæèíè A, ÿêà ââîäèòüñÿ çà äî-

ïîìîãîþ ðiâíîñòi X − Y df
= (X \ Y ) ∪ (Y \X), äå X,Y ⊂ A �

äîâiëüíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A.

54. Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi íàñòóïíèõ äâîõ îïåðàöié íà ìíîæèíi
P(A) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A:

X ◦ Y df
= {a ∈ A|a ∈ X ⇔ a ∈ Y };

29



Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ òà ¨õ âëàñòèâîñòi

X + Y
df
= A \ (X ◦ Y ),

äå X,Y ⊂ A � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A. ßêi îñîáëèâi
åëåìåíòè ¹ âiäíîñíî öèõ îïåðàöié?

55. * Ïîáóäóâàòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ êîìïîçèöi¨ ñàìîñóìiùåíü ïðà-
âèëüíîãî n-êóòíèêà òà äîñëiäèòè çàêîíîìiðíîñòi â ïîáóäîâi
òàáëèöi â çàëåæíîñòi âiä n, äå n > 3.

56. Âñòàíîâèòè êiëüêiñòü âñiõ k-àðíèõ îïåðàöié, ÿêi ìîæíà çàäàòè
íà ìíîæèíi ç n åëåìåíòiâ, äå n ∈ N, k ∈ N ∪ {0}.

57. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à äî çàäà÷i 56 � äëÿ ÷àñòêîâèõ k-àðíèõ îïå-
ðàöié íà ìíîæèíi ç n åëåìåíòiâ.

58. * Ç'ÿñóâàòè, ÿêi iç âëàñòèâîñòåé áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ ïåðåíîñÿ-
òüñÿ íà àñîöiéîâàíó iç íåþ ãëîáàëüíó îïåðàöiþ i íàâïàêè.
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1.7 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

46.
à) áiíàðíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë;
á) óíàðíà îïåðàöiÿ ïiäíåñåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë äî êóáó;
â) óíàðíà îïåðàöiÿ äîáóâàííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ íåâiä'¹ìíèõ

äiéñíèõ ÷èñåë;
ã) íå ¹ îïåðàöi¹þ;
ä) íóëü-àðíà îïåðàöiÿ âèäiëåííÿ îäèíèöi íà ìíîæèíi íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë;
å) óíàðíà îïåðàöiÿ âçÿòòÿ îáåðíåíîãî ÷èñëà íà ìíîæèíi íåíó-

ëüîâèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
47. Tàáëèöÿ Êåëi äëÿ ìíîæåííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä

· 0 1 2 −1 −2

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 −1 −2
2 0 2 −2
−1 0 −1 −2 1 2
−2 0 −2 2

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ δ áóäå òàêîþ: δ = A ×
× A \ {(2; 2), (2;−2), (−2; 2), (−2;−2)}. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äà¹òüñÿ
âiäïîâiäü i äëÿ äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ íà ìíîæèíi A.

48.
à) òàáëèöÿ ïîâèííà áóòè ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî äiàãîíàëi;
â) êîæåí ðÿäîê, ñòîâïåöü ìiñòÿòü ðiçíi åëåìåíòè;
ã) ðÿäîê i ñòîâïåöü íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ñïiâïàäàþòü âiäïî-

âiäíî iç ïî÷àòêîâèìè ðÿäêîì i ñòîâïöåì òàáëèöi;
ä) ðÿäîê i ñòîâïåöü ìiñòÿòü ëèøå ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò;
å) äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ñïiâïàäàþòü iç âiäïîâiäíèìè åëåìåíòà-

ìè ðÿäêà i ñòîâïöÿ òàáëèöi;
¹) íåéòðàëüíi åëåìåíòè ïîâèííi çíàõîäèòèñÿ íà ïåðåòèíi ñòîâïöÿ

i ðÿäêà äëÿ âiäïîâiäíèõ îáîðîòíîãî i îáåðíåíîãî äî íüîãî åëåìåí-
òiâ, ïðè÷îìó ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíi äî äiàãîíàëi i ïî îäíîìó â
êîæíîìó ðÿäêó i â êîæíîìó ñòîâïöi.
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49. Äàíà îïåðàöiÿ iäåìïîòåíòíà, íå êîìóòàòèâíà, àñîöiàòèâíà,
íåîáîðîòíà, ñêîðîòíà ñïðàâà; âñi åëåìåíòè ¹ ïîãëèíàþ÷èìè çëiâà i
íåéòðàëüíèìè ñïðàâà.

50. Âêàçiâêà. Âiäïîâiäü àíàëîãi÷íà äî âiäïîâiäi âïðàâè 51.
51. Ïåðåòèí ìíîæèí � iäåìïîòåíòíà, êîìóòàòèâíà, àñîöiàòèâíà

îïåðàöiÿ, âiäíîñíî ÿêî¨ A � íåéòðàëüíèé åëåìåíò, à ∅ � ïîãëèíà-
þ÷èé åëåìåíò; îá'¹äíàííÿ ìà¹ àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, àëå âiäíîñíî
îá'¹äíàííÿ ∅ � íåéòðàëüíèé åëåìåíò, à A � ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò;
îáèäâi öi îïåðàöi¨ âçà¹ìíî äèñòðèáóòèâíi ìiæ ñîáîþ; âiäíiìàííÿ íi
æîäíîãî iç ïåðåëi÷åíèõ âëàñòèâîñòåé íå âîëîäi¹, ïðè÷îìó ïîðîæíÿ
ìíîæèíà âiäíîñíî âiäíiìàííÿ ¹ ïîãëèíàþ÷îþ çëiâà i íåéòðàëüíîþ
ñïðàâà, òîáòî G \ ∅ = G i ∅ \G = ∅ äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè
G ⊂ A ìíîæèíè A.

52.
à) òàáëèöÿ Êåëi äëÿ îïåðàöi¨ çíàõîäæåííÿ ÍÑÄ íà ìíîæèíi

{1, 2, 3, 4, 6, 12} ìà¹ âèãëÿä:

ÍÑÄ 1 2 3 4 6 12

1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 2
3 1 1 3 1 3 3
4 1 2 1 4 2 4
6 1 2 3 2 6 6
12 1 2 3 4 6 12

á) òàáëèöÿ Êåëi äëÿ îïåðàöi¨ çíàõîäæåííÿ ÍÑÊ íà ìíîæèíi
{1, 2, 3, 4, 6, 12} ìà¹ âèãëÿä:

ÍÑÊ 1 2 3 4 6 12

1 1 2 3 4 6 12
2 2 2 6 4 6 12
3 3 6 3 12 6 12
4 4 4 12 4 12 12
6 6 6 6 12 6 12
12 1 12 12 12 12 12

îáèäâi îïåðàöi¨, àñîöiàòèâíi, êîìóòàòèâíi, iäåìïîòåíòíi, íåñêîðîòíi,
íåîáîðîòíi; äëÿ ÍÑÄ ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì ¹ 1, à äëÿ ÍÑÊ 12;
íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì äëÿ ÍÑÄ ¹ 12, à äëÿ ÍÑÊ � 1.
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ

â) äëÿ ðîìáà ñàìîñóìiùåííÿìè ¹ òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ, òîá-
òî ïîâîðîò íà 0◦, òà ïîâîðîò íà 180◦ (ç öåíòðîì ó òî÷öi ïåðåòèíó
äiàãîíàëåé) i îñüîâi ñèìåòði¨ sa, sb (íà ÿêèõ ðîçòàøîâàíi öi äiàãî-
íàëi ðîìáà); âiäïîâiäíà òàáëèöÿ Êåëi äëÿ êîìïîçèöi¨ ñàìîñóìiùåíü
ïðèéìå òàêèé âèãëÿä:

◦ 00◦ 0180◦ sa sb

00◦ 00◦ 0180◦ sa sb
0180◦ 0180◦ 00◦ sb sa
sa sa sb 00◦ 0180◦

sb sb sa 0180◦ 00◦

ïîâîðîò 00◦ ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî öi¹¨ êîìïîçèöi¨, ÿêà
¹ àñîöiàòèâíîþ, êîìóòàòèâíîþ, íåiäåìïîòåíòíîþ, ñêîðîòíîþ, îáî-
ðîòíîþ îïåðàöi¹þ.

Àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìàþòü ìiñöå i äëÿ êîìïîçèöi¨ ñàìîñóìi-
ùåíü ïðÿìîêóòíèêà òà êâàäðàòà. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êâàäðàòà ¹ 8
ðiçíèõ ñàìîñóìiùåíü � ÷îòèðè ïîâîðîòè òà ÷îòèðè îñüîâi ñèìåòði¨.

53. Îïåðàöiÿ ñèìåòðè÷íîãî âiäíiìàííÿ ïiäìíîæèí êîìóòàòèâíà,
àñîöiàòèâíà, íåiäåìïîòåíòíà, íåñêîðîòíà, íåîáîðîòíà, âiäíîñíî ÿêî¨
ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì.

55. Âêàçiâêà. Ñïî÷àòêó âèêîíàòè âïðàâó äëÿ âèïàäêiâ n =
= 3, 4, 5, 6 i ðîçãëÿíóòè ïåâíi çàêîíîìiðíîñòi, ùî âèíèêàþòü ïðè
ïîáóäîâi öèõ òàáëèöü. Íà îñíîâi öüîãî äîñëiäèòè çàêîíîìiðíîñòi
äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ äîâiëüíèé ïðàâèëüíèé
n - êóòíèê. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà ìàòèìåìî 2n
ðiçíèõ ñàìîñóìiùåíü � n ïîâîðîòiâ òà n îñüîâèõ ñåìåòðié.

56. nn
k

.
57. (n + 1)n

k

. Âðàõóâàòè äëÿ âïðàâè 56 i äàíî¨ âïðàâè òå, ùî
îïåðàöiÿ ¹ âiäîáðàæåííÿì, à ÷àñòêîâà îïåðàöiÿ � ÷àñòêîâèì âiä-
îáðàæåííÿì.
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Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïiâãðóïè, êâàçiãðóïè òà ãðóïè

2 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïiâãðóïè, êâà�

çiãðóïè òà ãðóïè

1. Ïîíÿòòÿ àëãåáðè, ïiäàëãåáðè òà àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè, ïiäñè-
ñòåìè; ïðèêëàäè.

2. Ïîíÿòòÿ ïiâãðóïè, ôîðìè ¨¨ çàïèñó; ïiäïiâãðóïa, iäåàë; ïðè-
êëàäè.

3. Ïîíÿòòÿ êâàçiãðóïè, ëóïè; ëàòèíñüêi êâàäðàòè.
4. Ïîíÿòòÿ ãðóïè, ïiäãðóïè; ôîðìè çàïèñó; ïðèêëàäè.
5. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ãðóïè; iíøi îçíà÷åííÿ ãðóïè.
6. Ïîíÿòòÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ïiâãðóï, êâàçiãðóï, ãðóï;

ïðèêëàäè.
7. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
8. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

2.1 Ïîíÿòòÿ àëãåáðè, ïiäàëãåáðè òà àëãåáðà¨÷íî¨

ñèñòåìè, ïiäñèñòåìè; ïðèêëàäè

1. Ïîíÿòòÿ àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè ¹ îäíèìè iç
îñíîâíèõ îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ â ñó÷àñíié àëãåáði.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Àëãåáðîþ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæè�
íà, íà ÿêié çàäàíà äåÿêà ñóêóïíiñòü àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié; ïðè öüî�
ìó ñàìà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ áàçîâîþ ìíîæèíîþ àëãåáðè.

Óçàãàëüíåííÿì àëãåáðè ¹ ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ íå�
ïîðîæíÿ ìíîæèíà, íà ÿêié, êðiì àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié (ÿêi ìî�
æóòü áóòè i âiäñóòíi), çàäàíà ïåâíà ñóêóïíiñòü âiäíîøåíü ìiæ
åëåìåíòàìè öi¹¨ ìíîæèíè, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ áàçîâîþ ìíîæè�
íîþ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Òèïîì àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè
íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü àðíîñòåé âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié,
âiäíîøåíü, ùî çàäàíi ó öié àëãåáði, â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi.

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ
îäíîòèïíèìè, ÿêùî ¨õ òèïè ñïiâïàäàþòü.
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Ïîíÿòòÿ àëãåáðè, ïiäàëãåáðè òà àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè, ïiäñèñòåìè;

ïðèêëàäè

2. Ïðèêëàäè.
1. Àëãåáðè (N; +, ·), (R; +,−), (P(A);∩,∪) îäíîòèïíi, îñêiëüêè ó

íèõ îäèí i òîé æå òèï T = (2, 2), ÿêèé âêàçó¹ íà òå, ùî öi àëãåáðè
ìàþòü äâi áiíàðíi îïåðàöi¨.

2. Àëãåáðà (P(A);∩,∪, ′,∅, A) ìà¹ òèï T = (2, 2, 1, 0, 0), ÿêèé
âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî íà ìíîæèíi P(A) çàäàíi äâi áiíàðíi îïåðàöi¨
ïåðåòèíó i îá'¹äíàííÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A, îäíà óíàðíà îïåðàöiÿ
� äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè i äâi íóëü-àðíi îïåðàöi¨ � âèäiëåííÿ
ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ∅ i ìíîæèíè A.

3. Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (Z; +,−, ·;6,
...) ìà¹ òèï T = (2, 2, 2; 2, 2),

ùî âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî äàíà ñèñòåìà ìà¹ òðè áiíàðíi îïåðàöi¨ i äâà

áiíàðíèõ âiäíîøåííÿ � 6 i ïîäiëüíiñòü
... öiëèõ ÷èñåë.

3. Íåõàé H ⊂ G � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà àëãåáðè
(àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè) G ç áàçîâîþ ìíîæèíîþ G.

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ⊂ G íàçèâà¹�
òüñÿ ïiäàëãåáðîþ (ïiäñèñòåìîþ) äàíî¨ àëãåáðè (àëãåáðà¨÷íî¨ ñè�
ñòåìè) G, ÿêùî âiäíîñíî âñiõ îïåðàöié (îïåðàöié òà âiäíîøåíü)
àëãåáðè (ñèñòåìè) G öÿ ïiäìíîæèíà H ¹ îäíîòèïíîþ àëãåáðîþ
(ñèñòåìîþ) ç äàíîþ àëãåáðîþ (ñèñòåìîþ) G.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïiäàëãåáðà (ïiäñèñòåìà) äàíî¨ àëãåáðè (àëãå-
áðà¨÷íî¨ ñèñòåìè) G ¹ çàìêíóòîþ, ñòiéêîþ àáî, ùî òå æ ñàìå, ñòà-
áiëüíîþ âiäíîñíî âñiõ îïåðàöié àëãåáðè (ñèñòåìè) G.

Âiäìiòèìî, ùî iíîäi ñàìó àëãåáðó (àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó) íàçèâà-
þòü ðîçøèðåííÿì ñâî¹¨ ïiäàëãåáðè (ïiäñèñòåìè).

Çàóâàæèìî, ùî ïîíÿòòÿ ïiäàëãåáðè (ïiäñèñòåìè) ìîæíà áóëî á
äàòè ïî-iíøîìó � ç âèêîðèñòàííÿì ïîíÿòòÿ içîìîðôiçìó àëãåáð
(àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì), à ñàìå:

Îçíà÷åííÿ 2.1.6. ßêùî H, G � îäíîòèïíi àëãåáðè (àëãåáðà¨�
÷íi ñèñòåìè) ç âiäïîâiäíèìè áàçîâèìè ìíîæèíàìè H, G, òî H íà�
çèâà¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ (ïiäñèñòåìîþ) G, ÿêùî H ⊂ G, à òîòîæíå

âiäîáðàæåííÿ eH : H −→ G ¹ içîìîðôiçìîì H â G, äå eH(h)
df
= h

äëÿ âñiõ h ∈ H.

Âiäìiòèìî, ùî àëãåáðó îäíîãî ç íàéïðîñòiøèõ òèïiâ � òèïó
T = (2), òîáòî àëãåáðó ç îäíi¹þ áiíàðíîþ îïåðåöi¹þ, ìè íàçâàëè
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Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïiâãðóïè, êâàçiãðóïè òà ãðóïè

â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi áiíàðíèì îïåðàòèâîì. Òîäi ïiäàëãå-
áðó òàêîãî áiíàðíîãî îïåðåòèâà ïðèðîäíî íàçâàòè éîãî ïiäîïåðà�
òèâîì.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.1.1. Íåïîðîæíié ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì¨ ïiäàëãåáð
(ïiäñèñòåì) ¹ ïiäàëãåáðîþ (ïiäñèñòåìîþ) äàíî¨ àëãåáðè (àëãåáðà¨�
÷íî¨ ñèñòåìè).

4. Ïðèêëàäè ïiäàëãåáð (ïiäñèñòåì).
1. Àëãåáðà (2N ; +, ·) ¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè (N; +, ·), ÿêà â ñâîþ

÷åðãó ¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè (Z; +, ·), äå, íàãàäà¹ìî, 2N = {2n|n ∈
∈ N} � ìíîæèíà âñiõ ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

2. Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (N; +, ·;6,
...) ¹ ïiäñèñòåìîþ àëãåáðà¨÷íî¨

ñèñòåìè (Z; +, ·;6,
...).

2.2 Ïîíÿòòÿ ïiâãðóïè, ôîðìè ¨¨ çàïèñó; ïiäïiâ�

ãðóïà, iäåàë; ïðèêëàäè

1. Ïiâãðóïè ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì àëãåáð òèïó T = (2), òîáòî
áiíàðíèõ îïåðàòèâiâ. Âîíè âiäiãðàþòü íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü
ÿê â ñàìié ìàòåìàòèöi, òàê i â ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Àëãåáðà G df
= (G; ∗) ç îäíi¹þ áiíàðíîþ îïåðà�

öi¹þ (òîáòî G � öå áiíàðíèé îïåðàòèâ) íàçèâà¹òüñÿ ïiâãðóïîþ,
ÿêùî áiíàðíà îïåðàöiÿ ∗ àñîöiàòèâíà, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

(∀x, y, z ∈ G)((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)).

Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàò âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ ∗ íàä äîâiëüíèì
÷èñëîì åëåìåíòiâ g1, g2, ..., gk íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ðîçñòàíîâêè
äóæîê: ((...(g1 ∗ g2) ∗ g3)...) ∗ gk = (g1 ∗ ... ∗ gl) ∗ (gl+1 ∗ ... ∗ gk).

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. Ïiâãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâ�
íîþ àáî aáåëåâîþ, ÿêùî îïåðàöiÿ, ùî çàäàíà íà íié, êîìóòàòèâ�
íà, òîáòî

(∀g, h ∈ G)(g ∗ h = h ∗ g).

36



Ïîíÿòòÿ ïiâãðóïè, ôîðìè ¨¨ çàïèñó; ïiäïiâãðóïà, iäåàë; ïðèêëàäè

Îçíà÷åííÿ 2.2.3. Ïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíîþ,
ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè ¹ iäåìïîòåíòàìè, òîáòî ¹ ñïðàâåäëèâèì
ñïiââiäíîøåííÿ

(∀g ∈ G)(g ∗ g = g).

3. Ñåðåä iäåìïîòåíòiâ ïiâãðóïè âàæëèâó ðîëü ãðàþòü ïîãëèíà-
þ÷èé i íåéòðàëüíèé åëåìåíòè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Iäåìïîòåíòíèé åëåìåíò 0 ∈ G ïiâãðóïè G
íàçèâà¹òüñÿ ïîãëèíàþ÷èì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g ∈ G
ïiâãðóïè G âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi 0 ∗ g = g ∗ 0 = 0.

Îçíà÷åííÿ 2.2.5. Iäåìïîòåíòíèé åëåìåíò e ∈ G ïiâãðóïè G
íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g ∈ G
ïiâãðóïè G âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi e ∗ g = g ∗ e = g.

4. Íà ïðàêòèöi íàé÷àñòiøå âæèâàþòü ìóëüòèïëiêàòèâíó òà àäè-
òèâíó ôîðìè çàïèñó îïåðàöié â ïiâãðóïi. Ó âèïàäêó ìóëüòèïëiêà-
òèâíî¨ ôîðìè çàïèñó îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæåííÿì i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ òî÷êîþ (ÿêó iíîäi íàâiòü îïóñêàþòü), à êîìïîíåíòè i ðå-
çóëüòàò îïåðàöi¨ íàçèâàþòüñÿ ìíîæíèêàìè i äîáóòêoì: a · b = c
� c ¹ äîáóòêîì ìíîæíèêiâ a, b; íåéòðàëüíèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ
îäèíèöåþ, à ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò íóëåì. Äëÿ àääèòèâíî¨ ôîð-
ìè çàïèñó îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ äîäàâàííÿì i âæèâà¹òüñÿ ñèìâîë
+ äëÿ ¨¨ ïîçíà÷åííÿ, à êîìïîíåíòè i ðåçóëüòàò îïåðàöi¨ íàçèâà-
þòüñÿ äîäàíêàìè i ñóìîþ: a + b = c � c ¹ ñóìà äîäàíêiâ a i b;
íåéòðàëüíèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ íóëåì.

5. Çàóâàæèìî, ùî â àëãåáðà¨÷íié ëiòåðàòóði ïiâãðóïó iç íåé-
òðàëüíèì åëåìåíòîì ÷àñòî íàçèâàþòü ìîíî¨äîì. Òîäi ìîíî¨ä ìî-
æíà âèçíà÷èòè ÿê àëãåáðó G = (G; ∗, e) òèïó T = (2, 0) òàêó, ùî
(G; ∗) � ïiâãðóïà, a áiíàðíà îïåðàöiÿ ∗ çâ'ÿçàíà ç íóëü-àðíîþ
îïåðàöi¹þ, ÿêà îçíà÷à¹ âèäiëåííÿ åëåìåíòà e ∈ G, ñïiââiäíîøåííÿì
(∀g ∈ G)(e ∗ g = g ∗ e = g), ùî ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî ïiâãðóïà (G; ∗)
ìà¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò e.

6. Ñàìîñòiéíî äîâåäiòü, ùî ïiâãðóïà íå ìîæå ìàòè áiëüøå,
íiæ îäíîãî ïîãëèíàþ÷îãî åëåìåíòà, îäíîãî íåéòðàëüíîãî åëåìåí-
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òà, i ùî öå ðiçíi åëåìåíòè, ÿêùî ïiâãðóïà ìiñòèòü áiëüøå îäíîãî
åëåìåíòà.

7. Bâåäåìî ïîíÿòòÿ ïiäïiâãðóïè òà iäåàëà ïiâãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.6. Ïiäìíîæèíà H ⊂ G ïiâãðóïè G = (G; ∗)
íàçèâà¹òüñÿ ïiäïiâãðóïîþ, ÿêùî àëãåáðà (H; ∗) òåæ ¹ ïiâãðóïîþ.

Ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ïðî ïiäïiâãðóïè.

Òåîðåìà 2.2.1. ßêùî H ⊂ G � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïiâ�
ãðóïè G = (G; ∗), òî H ¹ ¨¨ ïiäïiâãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
H � ñòàáiëüíà ïiäìíîæèíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗, òîáòî

H ∗H ⊂ H,

ùî íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

(∀g, h ∈ G)(g, h ∈ H → g ∗ h ∈ H),

òîáòî ðàçîì ç äîâiëüíèìè ñâî¨ìè åëåìåíòàìè g, h ∈ H öÿ ïiäìíî�
æèíà ìiñòèòü ðåçóëüòàò g ∗ h âèêîíàííÿ îïåðàöi¨ ∗ íàä åëåìåí�
òàìè g, h.

Òåîðåìà 2.2.2. ßêùî (Hi)i∈I � ñiì'ÿ ïiäïiâãðóï ïiâãðóïè G =

= (G; ·), òî i ¨õ ïåðåòèí H =
⋂
i∈I
Hi ¹ ïiäïiâãðóïîþ ïiâãðóïè G,

ÿêùî H ⊂ G � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà G.

Î÷åâèäíî, ùî G � öå òðèâiàëüíà
”
íàéáiëüøà“ ïiäïiâãðóïà äàíî¨

ïiâãðóïè G = (G; ·).

Îçíà÷åííÿ 2.2.7. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I ⊂ G ïiâãðóïè
G = (G; ∗) íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (ïðàâèì) iäåàëîì öi¹¨ ïiâãðó�
ïè, ÿêùî öÿ ïiäìíîæèíà I çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

i ∈ I ⇒ g ∗ i ∈ I(i ∈ I → i ∗ g ∈ I),

i íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì àáî, ãîâîðÿòü, äâîñòîðîííiì iäåàëîì,
ÿêùî öÿ ïiäìíîæèíà ¹ îäíî÷àñíî i ëiâèì, i ïðàâèì iäåàëîì, äå
i, g ∈ G � äîâiëüíi åëåìåíòè ïiâãðóïè G.
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Ââåäåíå âèùå ñïiââiäíîøåííÿ, ùî âèçíà÷à¹ íà åëåìåíòàðíîìó
ðiâíi ëiâèé (ïðàâèé) iäåàë ïiâãðóïè, ëåãêî áà÷èòè, ðiâíîñèëüíå ñïiâ-
âiäíîøåííþ

GI ⊂ I (IG ⊂ I),

çâiäêè, ëåãêî áà÷èòè, ñïiââiäíîøåííÿ

GI ∪ IG ⊂ I

áóäå âèçíà÷àòè äâîñòîðîííié iäåàë íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè I ⊂ G
ïiâãðóïè G.

Î÷åâèäíî, ùî iäåàë � ÿê ëiâèé, òàê i ïðàâèé, i äâîñòîðîííié �
¹ ïiäïiâãðóïîþ ïiâãðóïè.

Ïðî ëiâèé (ïðàâèé) iäåàë ìîæíà áóëî áè ãîâîðèòè i ÿê ïðî ëiâó
(ïðàâó)

”
ïîãëèíàþ÷ó“ ïiäìíîæèíó ïiâãðóïè.

Ëåãêî äîâåñòè i òåîðåìó, àíàëîãi÷íó òåîðåìi 2.2.2, � a ñàìå ñïðà-
âåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.3. ßêùî (Ik)k∈K � ñiì'ÿ ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòî�
ðîííiõ) iäåàëiâ ïiâãðóïè G = (G; ∗), òî i ¨õ íåïîðîæíié ïåðåòèí

I =
⋂
k∈K

Ik ¹ ëiâèì (ïðàâèì, äâîñòîðîííiì) iäåàëîì öi¹¨ ïiâãðóïè

G.

Î÷åâèäíî, ùî G � öå òðèâiàëüíèé
”
íàéáiëüøèé“ i ëiâèé, i

ïðàâèé, i äâîñòîðîííié iäåàë ïiâãðóïè G = (G; ∗).
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîìóòàòèâíî¨ ïiâãðóïè ïîíÿòòÿ ëiâîãî, ïðà-

âîãî, äâîñòîðîííüîãî iäåàëiâ ñïiâïàäàþòü.

8. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïiäïiâãðóïè, ïîðîäæåíî¨ ïiäìíîæè�
íîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.8. ßêùî H ⊂ G � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
ïiâãðóïè G = (G; ∗), òî íàéìåíøà ïiäïiâãðóïà, ùî ìiñòèòü öþ
ïiäìíîæèíó H, íàçèâà¹òüñÿ ïiäïiâãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ öi¹þ
ïiäìíîæèíîþ H, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷àñòî ó âèãëÿäi [H], à ñàìà
ïiäìíîæèíà H íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ òâiðíèõ äëÿ [H].

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïiäïiâãðóïà [H] � öå ïåðåòèí âñiõ ïiäïiâãðóï,
ÿêi ìiñòÿòü ïiäìíîæèíó H.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.9. Ïiäïiâãðóïà [g]
df
= [{g}], ïîðîäæåíà îäíèì

åëåìåíòîì g ∈ G ïiâãðóïè G, íàçèâà¹òüñÿ ìîíîãåííîþ àáî öè�
êëi÷íîþ; ïðè öüîìó ÿêùî âîíà ñêií÷åííà, òî ¨¨ ïîðÿäîê íàçèâà¹�
òüñÿ ïîðÿäêîì òâiðíîãî åëåìåíòà g; à ÿêùî [g] íåñêií÷åííà,
òî öåé åëåìåíò íàçèâàþòü òâiðíèì åëåìåíòîì íåñêií÷åííî�
ãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 2.2.10. Ïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ìîíîãåííîþ, ÿêùî
âîíà ñïiâïàäà¹ ç îäíi¹þ iç ñâî¨õ ìîíîãåííèõ ïiäïiâãðóï.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü ìîíîãåííi ïiâãðóïè áóäü-ÿêîãî ïî-
ðÿäêó.

9. Ïðèêëàäè ïiâãðóï, ìîíî¨äiâ, ïiäïiâãðóï, iäåàëiâ.

1. (N; +) � àäèòèâíà ïiâãðóïà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà ¹ ïiäïiâ-
ãðóïîþ àäèòèâíî¨ ïiâãðóïè (Z; +) öiëèõ ÷èñåë i îäíî÷àñíî ¹ ìî-
íîãåííîþ ïiâãðóïîþ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ç òâiðíèì åëåìåíòîì
îäèíèöÿ;

2. (Z; +) � àáåëåâèé ìîíî¨ä, â ÿêîìó â ðîëi íåéòðàëüíîãî åëå-
ìåíòà ¹ çâè÷àéíèé íóëü 0;

3. (N; ·) � àáåëåâà ìóëüòèïëiêàòèâíà ïiâãðóïà íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, ÿêó ìîæíà ââàæàòè i ìîíî¨äîì ç îäèíèöåþ 1;

4. 2N ⊂ N � ïiäïiâãðóïà àäèòèâíî¨ ïiâãðóïè (N; +) íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, àëå íå ¹ ¨¨ iäåàëîì; âîíà ¹ ìîíîãåííîþ ïiäïiâãðóïîþ íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó ç òâiðíèì åëåìåíòîì 2.

5. 2N � iäåàë àáåëåâî¨ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiâãðóïè (N; ·) íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë, àëå íå ¹ iäåàëîì (à ëèøå ïiäïiâãðóïîþ) ìóëüòèïëi-
êàòèâíî¨ ïiâãðóïè (Z; ·) öiëèõ ÷èñåë.

6. (P(A);∩) � àäèòèâíà iäåìïîòåíòíà ïiâãðóïà âñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè A, ÿêà ìiñòèòü ó ðîëi íóëÿ ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅, à â ðîëi
îäèíèöi � ìíîæèíó A.

7. (P(A);∪) � àäèòèâíà iäåìïîòåíòíà ïiâãðóïà âñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè A, ÿêà ìiñòèòü ó ðîëi íóëÿ ìíîæèíó A, à â ðîëi îäèíèöi
� ïîðîæíþ ïiäìíîæèíó ∅.

8. (P(A×A); ◦) � ïiâãðóïà âñiõ áiíàðíèõ îäíîðiäíèõ âiäíîøåíü
íà ìíîæèíi A (ãîâîðÿòü ùå � ìíîãîçíà÷íèõ ïåðåòâîðåíü ó ìíîæè-
íi A) ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì ∆A âiäíîñíî êîìïîçèöi¨ öèõ âiäíî-
øåíü.
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2.3 Ïîíÿòòÿ êâàçiãðóïè, ëóïè; ëàòèíñüêi êâàäðà�

òè

1. ×àñòèííèì âèïàäêîì áiíàðíèõ îïåðàòèâiâ ¹ êâàçiãðóïè, ÿêi
òåæ ïîñiëè âàæëèâå ìiñöå â ñó÷àñíié àëãåáði.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. Áiíàðíèé îïåàòèâ G = (G; ∗) íàçèâà¹òüñÿ
êâàçiãðóïîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ G ðiâíÿííÿ
âèäó x ∗ a = b, a ∗ y = b ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè âiäíîñíî íåâiäîìèõ
x, y.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2. Ëóïîþ íàçèâà¹òüñÿ êâàçiãðóïà ç íåéòðàëü�
íèì åëåìåíòîì âiäíîñíî çàäàíî¨ íà íié áiíàðíî¨ îïåðàöi¨.

2. Ïðèêëàäè.

1. Áiíàðíèé îïåðàòèâ (Z; ∗), äå a ∗ b df= a − b + 1 äëÿ äîâiëüíèõ
a, b ∈ Z, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ¹ êâàçiãðóïîþ, àëå íå ¹ ëóïîþ.

2. Áiíàðíèé îïåðàòèâ, çàäàíèé íèæ÷å òàáëèöåþ Êåëi, ëåãêî áà-
÷èòè, ¹ êîìóòàòèâíîþ ëóïîþ, ó ÿêié â ðîëi íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà
âèñòóïà¹ îäèíèöÿ 1.

∗ 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

3. Ëàòèíñüêèì êâàäðàòîì íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîâà (àáî áó�
êâåíà) òàáëèöÿ ðîçìiðîì n×n, â ÿêié êîæåí ðÿäîê i êîæåí
ñòîâïåöü ìiñòèòü n ðiçíèõ ñèìâîëiâ, çàäàíèõ ó öié òàáëèöi.
ßêðàç ñàìå äîñëiäæåííÿ ëàòèíñüêèõ êâàäðàòiâ i ïðèâåëî äî ïî-
íÿòòÿ êâàçiãðóïè. Çàäàíèé âèùå ó âèãëÿäi òàáëèöi Êåëi áiíàðíèé
îïåðàòèâ ¹ ïðèêëàäîì ëàòèíñüêîãî êâàäðàòà, â ÿêîìó êîæåí ðÿäîê
i ñòîâïåöü ìiñòèòü ÷îòèðè ðiçíi çàäàíi ÷èñëà.

Âiäìiòèìî, ùî ñåðåä òàêèõ ëàòèíñüêèõ êâàäðàòiâ ¹ òàê çâàíi
ìàãi÷íi êâàäðàòè, ó ÿêèõ ñóìè ÷èñåë êîæíîãî ðÿäêà, ñòîâïöÿ i
îáîõ äiàãîíàëåé ðiâíi ìiæ ñîáîþ, i öi êâàäðàòè ¹ òàáëèöÿìè Êåëi
äëÿ êâàçiãðóïè. Íàïðèêëàä, òàêîþ òàáëèöåþ äëÿ n = 4 åëåìåíòiâ ç
ìíîæèíè M4 ¹ íàñòóïíà:
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∗ 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 3 4 1 2
3 4 3 2 1
4 2 1 4 3

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, à ÷è ìîæíà ïîáóäóâàòè àíàëîãi÷íó òàáëèöþ äëÿ
ëóïè. Ïîäóìàéòå ñàìîñòiéíî i ïðîàíàëiçóéòå, ÷è äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ öå ìîæëèâî, òà, ÿêùî öå ìîæëèâî
äëÿ äåÿêèõ n, ç'ÿñóéòå, ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè.

4. Âèäiëèìî ó êâàçiãðóïi òàêi ïiäìíîæèíè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ¨¨
ëiâèì, ñåðåäíiì, ïðàâèì ÿäðîì.

Îçíà÷åííÿ 2.3.3. Ïiäìíîæèíè Hl, Hm, Hr ⊂ G êâàçiãðóïè
G = (G; ∗) íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ëiâèì, ñåðåäíiì, ïðàâèì ¨¨
ÿäðàìè, ÿêùî âîíè çàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî òàêèìè ðiâíîñòÿìè:

Hl
df
= {h|(∀g1, g2 ∈ G)(h ∗ g1) ∗ g2 = h ∗ (g1 ∗ g2)};

Hm
df
= {h|(∀g1, g2 ∈ G)(g1 ∗ h) ∗ g2 = g1 ∗ (h ∗ g2)};

Hr
df
= {h|(∀g1, g2 ∈ G)(g1 ∗ g2) ∗ h = g1 ∗ (g2 ∗ h)}.

Î÷åâèäíî, ùî òàêi ÿäðà óòâîðþþòü ïiäïiâãðóïè êâàçiãðóïè, òîá-
òî öi ÿäðà ¹ ïiâãðóïàìè âiäíîñíî êâàçiãðóïîâî¨ îïåðàöi¨.

2.4 Ïîíÿòòÿ ãðóïè, ïiäãðóïè; ôîðìè çàïèñó; ïðè�

êëàäè

1. Ñåðåä áiíàðíèõ îïåðàòèâiâ îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ òà øèðî-
êî âèêîðèñòîâóâàíèì ¹ ãðóïà, ùî çíàéøëà ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâà-
ííÿ ÿê â íàóöi, òàê i â ïðàêòèöi.

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Áiíàðíèé îïåðàòèâ G = (G; ∗) íàçèâà¹òüñÿ
ãðóïîþ, ÿêùî áiíàðíà îïåðàöiÿ ∗ àñîöiàòèâíà, iñíó¹ íåéòðàëüíèé
åëåìåíò, i äî êîæíîãî åëåìåíòà iñíó¹ ñèìåòðè÷íèé åëåìåíò, òîá�
òî ìàþòü ìiñöå, ãîâîðÿòü, òàêi àêñiîìè:

(∀x, y, z ∈ G)((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z));
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(∃e ∈ G)(∀g ∈ G)(e ∗ g = g ∗ e = g);

(∀g ∈ G)(∃g ∈ G)(g ∗ g = g ∗ g = e).

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ àáî
àáåëåâîþ, ÿêùî ¨¨ îïåðàöiÿ êîìóòàòèâíà, òîáòî ìà¹ ìiñöå ñïiâ�
âiäíîøåííÿ

(∀x, y ∈ G)(x ∗ y = y ∗ x).

Ñåðåä ãðóï âèäiëÿþòü ñêií÷åííi òà íåñêií÷åííi ãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 2.4.3. Ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ (íåñêií�
÷åííîþ), ÿêùî ìíîæèíà ¨¨ åëåìåíòiâ ñêií÷åííà (íåñêií÷åííà);
äëÿ ñêií÷åííî¨ ãðóïè êiëüêiñòü ¨¨ åëåìåíòiâ íàçèâàþòü ïîðÿäêîì
ãðóïè.

2. ßê i äëÿ ïiâãðóï, äëÿ ãðóï íà ïðàêòèöi âæèâàþòü ìóëüòè-
ïëiêàòèâíó òà àäèòèâíó ôîðìó çàïèñó. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòü
àíàëîãi÷íi íàçâè òà ïîçíà÷åííÿ. Êðiì òîãî, ïðè ìóëüòèïëiêàòèâíié
ôîðìi çàïèñó ñèìåòðè÷íèé åëåìåíò íàçèâàþòü îáåðíåíèì i ïî-
çíà÷àþòü g−1, à ïðè àäèòèâíié ôîðìi çàïèñó � ïðîòèëåæíèì i
ïîçíà÷àþòü −g äëÿ åëåìåíòà g, ÿêèé ïðè ìóëüòèïëiêàòèâíié ôîðìi
çàïèñó â òàêîìó âèïàäêó íàçèâàþòü îáîðîòíèì åëåìåíòîì.

3. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïiäãðóïè äàíî¨ ãðóïè òà ðîçãëÿíåìî íåîáõi-
äíi i äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá ïiäìíîæèíà ãðóïè áóëà ¨¨ ïiäãðóïîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.4.4. Ïiäìíîæèíà H ⊂ G ãðóïè G = (G; ∗) íàçè�
âà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ öi¹¨ ãðóïè G, ÿêùî âiäíîñíî ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨
∗ â G ïiäìíîæèíà H òåæ ¹ ãðóïîþ.

Ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíi òåîðåìè ïðî ïiäãðóïè äàíî¨ ãðóïè.

Òåîðåìà 2.4.1. Äëÿ òîãî ùîá ïiäìíîæèíà H ⊂ G ãðóïè
G = (G; ∗) áóëà ¨¨ ïiäãðóïîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá H áóëà
òàêîþ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ, ÿêà çàäîâîëüíÿëà áè íàñòó�
ïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

(∀x, y ∈ G)(x, y ∈ H ⇒ x ∗ y ∈ H); (2.4.1)

(∀x ∈ G)(x ∈ H ⇒ x−1 ∈ H), (2.4.2)

ÿêi âiäïîâiäíî îçíà÷àþòü, ùî öÿ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà çàìêíå�
íà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ∗ i îáåðíåíîñòi åëåìåíòiâ.
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Íà ìîâi ïiäìíîæèíè i ãëîáàëüíî¨ îïåðàöi¨ ñïiââiäíîøåííÿ
(2.4.1), (2.4.2) ìîæíà ïîäàòè âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi:

H ∗H ⊂ H;

H−1 ⊂ H,

äå h−1 ∈ H−1 df⇔ h ∈ H .

Òåîðåìà 2.4.2. Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì¨ ïiäãðóï ãðóïè ¹ ¨¨ ïiä�
ãðóïîþ, òîáòî ÿêùî (Hi)i∈I � ñiìåéñòâo ïiäãðóï ãðóïè G = (G; ∗),
òî H =

⋂
i∈I
Hi � ïiäãðóïà ãðóïè G.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà ãðóïà G = (G; ∗) ìà¹ òàêi òðèâiàëüíi ïiä-
ãðóïè: öå òàê çâàíà îäèíè÷íà ïiäãðóïà {e}, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíèé
¨¨ åëåìåíò � íåéòðàëüíèé åëåìåíò e ∈ G äàíî¨ ãðóïè G, i , îòæå, ¹

”
íàéìåíøîþ“ ïiäãðóïîþ, i ïiäãðóïà G � öå ñàìà ãðóïà, ÿêà, çðî-
çóìiëî, ¹

”
íàéáiëüøîþ“ ïiäãðóïîþ äëÿ ãðóïè G.

4. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïîðîäæåíî¨ ïiäãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 2.4.5. ßêùî H ⊂ G � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiä�
ìíîæèíà ãðóïè G = (G; ∗), òî íàéìåíøà ïiäãðóïà, ùî ìiñòèòü
öþ ïiäìíîæèíó H, íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ öi¹þ
ïiäìíîæèíîþ H, i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷àñòî ó âèãëÿäi [H], à ñàìà
ïiäìíîæèíà H íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ òâiðíèõ äëÿ [H].

Î÷åâèäíî, ùî ïiäãðóïà [H] ¹ ïåðåòèíîì âñiõ ïiäãðóï, ÿêi ìiñòÿòü
ïiäìíîæèíó H.

Îçíà÷åííÿ 2.4.6. Ïiäãðóïà [g]
df
= [{g}], ùî ïîðîäæåíà îäíèì

åëåìåíòîì g ∈ G ãðóïè G = (G; ∗) , íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ; ïðè
öüîìó ÿêùî âîíà ñêií÷åííà, òî ¨¨ ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì
òâiðíîãî åëåìåíòà g; à ÿêùî [g] íåñêií÷åííà, òî åëåìåíò g íà�
çèâà¹òüñÿ òâiðíèì åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 2.4.7. Ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ, ÿêùî âîíà
ñïiâïàäà¹ ç îäíi¹þ iç ñâî¨õ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï.
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Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü öèêëi÷íi ãðóïè äîâiëüíîãî ïî-
ðÿäêó (ïîäóìàéòå íàä öèì ñàìîñòiéíî).

5. Ïðèêëàäè ãðóï, ïiäãðóï.

1. (Z; +) � àäèòèâíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë, ÿêà, äî ðå÷i, ¹ íåñêií-
÷åííîþ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, òâiðíèì åëåìåíòîì ÿêî¨ ¹ îäèíèöÿ.

2. kZ = {kz|k ∈ N∧ z ∈ Z} � ïiäãðóïà ãðóïè (Z; +) öiëèõ ÷èñåë.
3. (R+; ·) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà âñiõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë

ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ÷èñåë.
4. (B(A); ◦) � ñèìåòðè÷íà ãðóïà âñiõ ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè ç

îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ïiäñòàíîâîê, äå B(A) � ìíîæèíà âñiõ ïiäñòà-
íîâîê ìíîæèíè A.

5. (N5; ·) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà íåíóëüîâèõ îñòà÷ ïðè äi-
ëåííi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íà 5, äå N5 = {1, 2, 3, 4} � ìíîæèíà âñix
íåíóëüîâèõ îñòà÷, äëÿ ÿêèõ îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ çàäà¹òüñÿ òàáëèöåþ
Êåëi

· 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

ó ÿêié äîáóòêîì äâîõ îñòà÷ ¹ îñòà÷à îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó ÿê çâè-
÷àéíîãî äîáóòêó âiä äiëåííÿ éîãî íà 5 (íàïðèêëàä, 3 · 4 = 2).

2.5 Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ãðóïè; iíøi îçíà÷å�

ííÿ ãðóïè

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, îñêiëüêè ãðóïè çíàéøëè øèðîêi ði-
çíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ ÿê â íàóêîâèõ, òàê i â ïðàêòè÷íèõ äîñëi-
äæåííÿõ, â ðåçóëüòàòi ñâîãî áóðõëèâîãî ðîçâèòêó âèíèêëà ìîãóòíÿ
òåîðiÿ ãðóï ÿê îäèí iç âàæëèâèõ ðîçäiëiâ ñó÷àñíî¨ àëãåáðè.

Íèæ÷å íàìè áóäóòü ðîçãëÿíóòi ëèøå êiëüêà íàéïðîñòiøèõ âëà-
ñòèâîñòåé ãðóïè, ÿêi áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç ñàìîãî îçíà÷å-
ííÿ ãðóïè. Ïðè öüîìó íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè çàïèñó âæèâàòèìåìî
ìóëüòèïëiêàòèâíó ôîðìó çàïèñó, ÷àñòî ïðîïóñêàþ÷è íàâiòü ñèì-
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âîë îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, òà âiäïîâiäíi íàçâè, ùî ñóïðîâîäæóþòü öþ
ìóëüòèïëiêàòèâíó ôîðìó çàïèñó.

2. Íåõàé G = (G; ·) � ãðóïà. Ç îçíà÷åííÿ ãðóïè, äàíîãî âèùå
íà ñòîðiíöi 42, à iíîäi ãîâîðÿòü � ç àêñiîì ãðóïè, âèïëèâàþòü áåç-
ïîñåðåäíüî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi, ÿêi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó
âèãëÿäi íàñòóïíèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 2.5.1. Îäèíè÷íèé åëåìåíò â ãðóïi ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Håõàé e1, e2 � ¨¨ îäèíè÷íi åëåìåíòè. Òîäi ìà¹ìî:

e1e2 = e2, áî e1 − îäèíè÷íèé åëåìåíò;

e1e2 = e1, áî e2 − îäèíè÷íèé åëåìåíò.

Ç îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ðiâíiñòü e1 = e2, ùî âêàçó¹ íà òå,
ùî ðiçíèõ îäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ â ãðóïi íåìà �

Òåîðåìà 2.5.2. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ â ãðóïi ñêîðîòíà, òîáòî

(∀a, y, x ∈ G)(ax = ay → x = y)− ëiâà ñêîðîòíiñòü;

(∀a, y, x ∈ G)(xa = ya→ x = y)− ïðàâà ñêîðîòíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ax = ay i a � îáåðíåíèé åëåìåíò äî a.
Òîäi a(ax) = a(ay), çâiäêè â ñèëó àñîöiàòèâíîñòi ìíîæåííÿ ìà¹-
ìî (aa)x = (aa)y. À îñêiëüêè aa = e � îäèíè÷íèé åëåìåíò, òî
ex = ey, ùî i äà¹ ïîòðiáíó ðiâíiñòü x = y. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ëi-
âà ñêîðîòíiñòü îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i ïðàâà
ñêîðîòíiñòü ìíîæåííÿ �

Òåîðåìà 2.5.3. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ãðóïè iñíó¹ ¹äèíèé
îáåðíåíèé äî íüîãî åëåìåíò.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G îáåðíåíèìè
¹ åëåìåíòè t, s ∈ G. Òîäi gt = gs = e, çâiäêè, â ñèëó ëiâî¨ ñêîðîòíîñòi
îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, îòðèìà¹ìî t = s, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî îáîðîòíèé
åëåìåíò äëÿ g ∈ G ¹äèíèé �

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ìóëüòèïëiêàòèâíié ôîðìi çàïèñó îïåðàöi¨
â ãðóïi G îáåðíåíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà g ∈ G ïîçíà÷àþòü ó âèãëÿ-
äi g−1, à ïðè àäèòèâíié ôîðìi çàïèñó ïîçíà÷àþòü −g i íàçèâàþòü
ïðîòèëåæíèì äî åëåìåíòà g ∈ G.
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Òåîðåìà 2.5.4. Ðiâíÿííÿ âèäó ax = b, ya = b, äå x, y � íåâiäî�
ìi, à a, b ∈ G � äîâiëüíi çàäàíi åëåìåíòè ãðóïè G, ìàþòü ¹äèíi
ðîçâ'ÿçêè.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ ax = b. Âèêî-
íàâøè íàä íèì ðiâíîñèëüíi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî:

a−1(ax) = a−1b;

(a−1a)x = a−1b;

ex = a−1b;

x = a−1b,

ùî âêàçó¹ íà òå, ùî îòðèìàíå çíà÷åííÿ x = a−1b ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ ax = b. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ ya = b
òåæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y = ba−1 (ñàìîñòiéíî äîâåäiòü öå) �

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ àáåëåâî¨ ãðóïè ââîäèòüñÿ äîäàòêîâà äiÿ, îáåð-

íåíà äî ìíîæåííÿ � äiÿ äiëåííÿ, à ñàìå:
g

h

df
= gh−1, äå g � äiëåíå,

h � äiëüíèê, à gh−1 � ÷àñòêà. Ó âèïàäêó àäèòèâíî¨ ôîðìè çàïèñó
îáåðíåíà äiÿ äî äi¨ äîäàâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ âiäíiìàííÿì i ââîäè-

òüñÿ òàê: g − h df
= g + (−h), äå g � çìåíøóâàíå, h � âiä'¹ìíèê,

g + (−h) � ðiçíèöÿ.

Òåîðåìà 2.5.5. (g−1)−1 = g, òîáòî îáåðíåíèé åëåìåíò äî îáåð�
íåíîãî ¹ öåé ïî÷àòêîâèé åëåìåíò.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, â ñèëó ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi ðiâíÿííÿ
g−1x = e ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x = (g−1)−1e = (g−1)−1. Ðàçîì
ç òèì â ñèëó îçíà÷åííÿ ãðóïè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü g−1g = e. Òîìó
ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ñïðàâäi g = (g−1)−1, ùî i òðåáà áóëî
ïîêàçàòè �

Òåîðåìà 2.5.6. (gh)−1 = h−1g−1, òîáòî åëåìåíò, îáåðíåíèé äî
äîáóòêó åëåìåíòiâ, ðiâíèé äîáóòêó îáåðíåíèõ äî åëåìåíòiâ, âçÿ�
òèõ ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.5.4 ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (gh)x = e. Äiéñíî, ç îäíi¹¨ ñòîðîíè x = (gh)−1e = (gh)−1,
à ç äðóãî¨ ñòîðîíè ìà¹ìî (gh)(h−1g−1) = g(hh−1)g−1 = geg−1 =
= gg−1 = e, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî i h−1g−1 òåæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
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(gh)x = e. Òîìó, â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó, ìà¹ìî (gh)−1 = h−1g−1

�
Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íèìè ÷èíîì äîâîäèòüñÿ, ùî îñòàííÿ

âëàñòèâiñòü ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ ãðóïè, òîáòî
(g1g2...gk)−1 = g−1k ...g−12 g−11 .

3. Íà îñíîâi âiäìi÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé òà îçíà÷åíü
ïiâãðóïè, ìîíî¨äà, êâàçiãóïè, ëóïè ìîæíà äàòè iíøi ðiâíîñèëüíi
îçíà÷åííÿ ãðóïè. Íàâåäåìî äåÿêi ç íèõ.

Îçíà÷åííÿ 2.5.1. Ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨ä, âñi åëåìåíòè
ÿêîãî îáîðîòíi.

Îçíà÷åííÿ 2.5.2. Ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâíà ëóïà.

Îçíà÷åííÿ 2.5.3. Ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ïiâãðóïà, â ÿêié ðiâíÿ�
ííÿ ax = b, ya = b ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè.

Îçíà÷åííÿ 2.5.4. Ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâíà êâàçiãðó�
ïà.

Îçíà÷åííÿ 2.5.5. Ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà G = (G; ·,−1 , e)
òèïó (2, 1, 0), â ÿêié áiíàðíà îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà i âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi:

ge = eg = g;

g−1g = gg−1 = e,

äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà g ∈ G.
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íàâåäåíi âèùå îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíi ìiæ

ñîáîþ. Ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíi äîñëiäæåííÿ i ïåðåêîíàéòåñÿ â ¨õ
ðiâíîñèëüíîñòi.

2.6 Ïîíÿòòÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ïiâãðó�

ïè, êâàçiãðóïè, ãðóïè; ïðèêëàäè

1. Ïîíÿòòÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó àëãåáð, àëãåáðà�
¨÷íèõ ñèñòåì ¹ îäíèì iç îñíîâíèõ i íàäçâè÷àéíî ïëiäíèõ ó ñó÷à-
ñíié àëãåáði. Âîíè äàþòü ìîæëèâiñòü âèâ÷àòè îäíî÷àñíî öiëi êëà-
ñè îäíîòèïíèõ àëãåáð, àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì. Êðiì òîãî, ÷àñòî äî-
ñëiäæåííÿ ¨õ ìîæíà çâåñòè äî äîñëiäæåííÿ îäíîòèïíèõ ¨ì òàêèõ
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ïðèêëàäè

àëãåáð, àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ìàþòü
”
ìåíøèé îá'¹ì“,

”
ìåíøó

êiëüêiñòü åëåìåíòiâ“, ùî çíà÷íî ïîëåãøó¹ òàêi äîñëiäæåííÿ. À âè-
â÷èâøè îá'¹êòè ìåíøîãî îá'¹ìó ìîæíà äîñëiäæóâàòè ïîäiáíi îá'¹-
êòè

”
áiëüøîãî îá'¹ìó“.

2. Íåõàé G1 = (G1; ∗1), G2 = (G2; ∗2) � ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè,
ãðóïè).

Îçíà÷åííÿ 2.6.1. Âiäîáðàæåííÿ f : G1 −→ G2 íàçèâà¹òüñÿ
ãîìîìîðôiçìîì ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè) G1 â ïiâãðó�
ïó (êâàçiãðóïó, ãðóïó) G2, ÿêùî f çäiéñíþ¹

”
óçãîäæåííÿ“ ìiæ

âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè â G1 i â G2, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåí�
òiâ g, h ∈ G1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(g ∗1 h) = f(g) ∗2 f(h)

(iíîäi ãîâîðÿòü: îáðàç f(g ∗1 h) âiä ðåçóëüòàòó g ∗1 h íàä åëåìåí�
òàìè g, h ∈ G1 äîðiâíþ¹ ðåçóëüòàòó f(g) ∗2 f(h) îáðàçiâ f(g),
f(h) ∈ G2 öèõ åëåìåíòiâ g, h ∈ G1).

Îçíà÷åííÿ 2.6.2. Ãîìîìîðôiçì f ïiâãðóïè (ãðóïè) G1 â ïiâãðó�
ïó (êâàçiãðóïó, ãðóïó) G2 íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ÿêùî âiä�
îáðàæåííÿ f : G1 −→ G2 ií'¹êòèâíå (òîáòî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå).

ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : G1 −→ G2 ¹ ñ'þð¹êòèâíèì, òîáòî âiä-
îáðàæåííÿì ìíîæèíè G1 íà ìíîæèíó G2, òî ãîâîðÿòü ïðî ãîìî�
ìîðôiçì ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè) G1 íà ïiâãðóïó (êâà�
çiãðóïó, ãðóïó) G2 àáî êîðîòêî � åïiìîðôiçì. Àíàëîãi÷íî,
ÿêùî f : G1 −→ G2 ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíàìè G1 i G2, òîáòî
ií'¹êòèâíîþ ñ'þð¹êöi¹þ, òî ãîâîðÿòü ïðî içîìîðôiçì ïiâãðóïè
(êâàçiãðóïè, ãðóïè) G1 íà ïiâãðóïó (êâàçiãðóïó, ãðóïó) G2
àáî êîðîòêî, içîìîðôiçì ìiæ íèìè.

Âiäìiòèìî, ùî ñëîâà
”
ãîìîìîðôiçì“,

”
åïiìîðôiçì“,

”
içîìîð-

ôiçì“ � öå ñëîâà ãðåöüêîãî ïîõîäæåííÿ: oµoξ, επι, ιζoξ, µoρϕη
âiäïîâiäíî îçíà÷àþòü ñõîæèé, íà, îäíàêîâèé, ôîðìà.

ßêùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ f : G1 −→ G1, òî âiäïî-
âiäíèé ãîìîìîðôiçì ÷è içîìîðôiçì f iíîäi íàçèâàþòü åíäîìîð�
ôiçìîì ÷è âiäïîâiäíî àâòîìîðôiçìîì (âiä ãðåöüêèõ ñëiâ ενδoν,
αντoξ, ùî îçíà÷àþòü � âñåðåäèíó, ñàì) àëãåáðè G1.

Çàóâàæèìî, ùî içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ àëãåáðè G1, G2 iíîäi ïî-
çíà÷àþòü ñèìâîëîì ∼=, òîáòî G1 ∼= G2 îçíà÷à¹, ùî àëãåáðè G1, G2
içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.
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2. Âiäìiòèìî ðÿä î÷åâèäíèõ âëàñòèâîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ ç
ãîìîìîðôiçìàìè, içîìîðôiçìàìè àëãåáð, äå ïiä àëãåáðàìè áóäåìî
ðîçóìiòè ïiâãðóïè, êâàçiãðóïè, ãðóïè.

1. Âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ìiæ àëãåáðàìè ¹ âiäíîøåííÿì
êâàçiïîðÿäêó, òîáòî öå âiäíîøåííÿ ðåôëåêñèâíå i òðàíçè�
òèâíå.

2. Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ àëãåáðàìè ¹ âiäíîøåííÿì åêâi�
âàëåíòíîñòi, òîáòî öå âiäíîøåííÿ ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâ�
íå i ñèìåòðè÷íå.

3. Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ àëãåáðàìè ¹ ÷àñòèííèì âèïàä�
êîì ãîìîìîðôiçìó, òîáòî ÿêùî ìiæ àëãåáðàìè âñòàíîâëåíî
içîìîðôiçì, òî öåé içîìîðôiçì ¹ îäíî÷àñíî i ãîìîìîðôiçìîì.

4. Åíäîìîðiçì, åïiìîðôiçì ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè ãîìîìîð�
ôiçìó àëãåáð, à àâòîìîðôiçì � ÷àñòèííèì âèïàäêîì içîìîð�
ôiçìó.

5. ßêùî f � ãîìîìîðôiçì ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè) G1 =
(G1; ∗1) â ïiâãðóïó (êâàçiãðóïó, ãðóïó) G2 = (G2; ∗2), à ïiä�

ìíîæèíà f(G1)
df
= {f(g)|g ∈ G1} ⊂ G2 ïiâãðóïè (êâàçiãðó�

ïè, ãðóïè) G2 ¹ îáðàçîì âiäíîñíî öüîãî ãîìîìîðôiçìó f , òî
öåé îáðàç f(G1) ¹ ïiäïiâãðóïîþ (ïiäêâàçiãðóïîþ, ïiäãðóïîþ) â
G2 òàêîþ, ùî îáðàç íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà e1 ∈ G1 ç G1 ¹
íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì â f(G1), à îáðàç f(g) ñèìåòðè÷íîãî
åëåìåíòà g ∈ G1 äî åëåìåíòà g ∈ G1 ¹ ñèìåòðè÷íèì åëåìåí�
òîì äî îáðàçà f(g) ∈ f(G1) åëåìåíòà g ∈ G1, òîáòî ÿêùî
g ∗1 g = g ∗1 g = e1, òî f(g) ∗2 f(g) = f(g) ∗2 f(g) = f(e1) i
f(h) ∗2 f(e1) = f(e1) ∗2 f(h) = f(h) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
h ∈ G1.

Ïåðåêîíàéòåñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi âiäìi÷åíèõ âëàñòèâîñòåé ñà�
ìîñòiéíî.

3. Ïðèêëàäè.

1. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ e, ÿêå çàäàíå ðiâíiñòþ e(g)
df
= g äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G àëãåáðè G = (G; ∗), ¹ ¨¨ àâòîìîðôiçìîì.
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2. Âiäîáðàæåííÿ f : N −→ 2N ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë â
ìíîæèíó 2N ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêå çàäàíå ðiâíiñòþ f(n) =
2n, äå n ∈ N, ¹:

à) içîìîðôiçìîì àäèòèâíî¨ ïiâãðóïè (N; +) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
íà àäèòèâíó ïiâãðóïó (2N ; +) ïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

á) àâòîìîðôiçìîì àäèòèâíî¨ ïiâãðóïè (N; +) ñàìî¨ â ñåáå;
â) íå ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiâãðóïè (N; ·) íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë ñàìî¨ â ñåáå, îñêiëüêè íå âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f(kl) = f(k) · f(l), òîáòî 2(kl) 6= 2k · 2l, äå k, l ∈ N � äîâiëüíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà.

3. Âiäîáðàæåííÿ f6 : Z −→ Z6, äå Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} � ìíî-
æèíà âñiõ îñòà÷ ïðè äiëåííi öiëèõ ÷èñåë íà 6, çàäàíà ðiâíiñòþ
f6(k) = k, äå k � îñòà÷à ïðè äiëåííi öiëîãî ÷èñëà k ∈ Z íà 6,
¹ åïiìîðôiçìîì àäèòèâíî¨ ãðóïè (Z; +) öiëèõ ÷èñåë íà àääèòèâíó
ãðóïó (Z6; +6) îñòà÷.

4. Âiäîáðàæåííÿ f : R \ {0} −→ R+, çàäàíå ðiâíiñòþ f(x) =
= |x| äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî íåíóëüîâîãî ÷èñëà x, äå R+ = {x ∈
∈ R|x > 0}, ¹ åïiìîðôiçìîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè (R \
\{0}; ·) íåíóëüîâèõ äiéñíèõ ÷èñåë íà ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó (R+; ·)
äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |x·y| = |x|·|y|
äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ R \ {0}.

5. Âiäîáðàæåííÿ f : R −→ R+, çàäàíå ðiâíiñòþ f(x) = 2x, ¹
içîìîðôiçìîì àäèòèâíî¨ ãðóïè (R; +) äiéñíèõ ÷èñåë íà ìóëüòèïëi-
êàòèâíó àáåëåâó ãðóïó (R+; ·) äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, îñêiëüêè öå
âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíàìè R òà R+, i âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü f(x + y) = f(x) · f(y), òîáòî 2x+y = 2x · 2y äëÿ áóäü-ÿêèõ
÷èñåë x, y ∈ R.

2.7 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. Ùî òàêå àëãåáðà? Íàâåñòè ïðèêëàäè àëãåáð.

2. Ùî òàêå àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà? Íàâåñòè ïðèêëàäè àëãåáðà¨-
÷íèõ ñèñòåì.

3. Ùî òàêå òèï àëãåáðè, òèï àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè?

4. ßêi àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ îäíîòèïíèìè?
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5. Íàâåäiòü ïðèêëàäè îäíîòèïíèõ àëãåáð, àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì.

6. Ùî òàêå ïiäàëãåáðà äàíî¨ àëãåáðè?

7. Ùî òàêå ïiäñèñòåìà äàíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè?

8. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïiäàëãåáð, ïiäñèñòåì?

9. Êîëè ñàìó àëãåáðó (àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó) íàçèâàþòü ðîçøè-
ðåííÿì äåÿêî¨ àëãåáðè (àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè).

10. Ùî òàêå ïiâãðóïà? Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïiâãðóï.

11. Ùî òàêå êîìóòàòèâíà ïiâãðóïà, iäåìïîòåíòà ïiâãðóïà?

12. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïiâãðóï, ÿêi ¹ îäíî÷àñíî êîìóòàòèâíèìè
òà iäåìïîòåíòíèìè.

13. Ùî òàêå ïiäïiâãðóïà? Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïiäïiâãðóï.

14. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié òîãî, ùîá ïiäìíîæèíà ïiâãðóïè áóëà
¨¨ ïiäïiâãðóïîþ.

15. ×è áóäå ïåðåòèí ïiäïiâãðóï ïiäïiâãðóïîþ äàíî¨ ïiâãðóïè?
Ïðîiëþñòðóéòå íà ïðèêëàäi.

16. ßêà ïiäìíîæèíà ïiâãðóïè íàçèâà¹òüñÿ

à) ëiâèì iäåàëîì;

á) ïðàâèì iäåàëîì;

â) äâîñòîðîííiì iäåàëîì?

17. Íàâåäiòü ïðèêëàäè iäåàëiâ ïiâãðóïè.

18. ×è áóäå ïåðåòèí iäåàëiâ ïåâíîãî òèïó iäåàëîì òîãî æ ñàìîãî
òèïó?

19. ßêèé çâ'ÿçîê ìiæ iäåàëàìè òà ïiäïiâãðóïàìè äàíî¨ ïiâãðóïè?

20. ×è áóäå îá'¹äíàííÿ

à) ïiäïiâãðóï ïiäïiâãðóïîþ;

á) iäåàëiâ ïåâíîãî âèäó iäåàëîì òîãî æ ñàìîãî âèäó ?
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21. Ùî òàêå ìîíîãåííà ïiäïiâãðóïà? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

22. ßêà ïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ìîíîãåííîþ?

23. Ùî òàêå ìîíî¨ä?

24. Ñêiëüêè íåéòðàëüíèõ åëåìåíòiâ ìîæå ìàòè ïiâãðóïà?

25. ×è çàâæäè íåéòðàëüíèé åëåìåíò ïiäïiâãðóïè ¹ íåéòðàëüíèì
åëåìåíòîì âñi¹¨ ïiâãðóïè?

26. ×è çàâæäè íåéòðàëüíèé åëåìåíò ïiâãðóïè ¹ íåéòðàëüíèì åëå-
ìåíòîì ¨¨ ïiäïiâãðóïè?

27. Ùî òàêå êâàçiãðóïà? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

28. Ùî òàêå ëóïà? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

29. ßêó îñîáëèâiñòü ìà¹ òàáëèöÿ Êåëi, ÿêà çàäà¹

à) êâàçiãðóïó;

á) ëóïó;

â) êîìóòàòèâíó êâàçiãðóïó?

30. Ùî òàêå ëàòèíñüêèé êâàäðàò?

31. Ùî òàêå ìàãi÷íèé êâàäðàò?

32. Ùî òàêå ëiâå, ïðàâå, ñåðåäí¹ ÿäðî êâàçiãðóïè òà ÿêà ðîëü öèõ
ÿäåð?

33. Ùî òàêå ãðóïà? ßêèéçâ'ÿçîê ¨¨ ç ïiâãðóïîþ?

34. ßêà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâîþ?

35. Íàâåäiòü ïðèêëàäè àáåëåâî¨ ãðóïè.

36. ßêà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ? Íàâåäiòü ïðèêëàäè ñêií-
÷åííî¨ ãðóïè.

37. Ùî òàêå ïiäãðóïà äàíî¨ ãðóïè?

38. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié òîãî, ùîá ïiäìíîæèíà ãðóïè áóëà ¨¨
ïiäãðóïîþ?
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39. ßêi òðèâiàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè Âè çíà¹òå?

40. ×è çàâæäè ïåðåòèí äîâiëüíîãî ñiìåéñòâà

à) ïiäïiâãðóï ¹ ïiäïiâãðóïîþ äàíî¨ ïiâãðóïè;

á) ïiäãðóï ¹ ïiäãðóïîþ äàíî¨ ãðóïè?

41. Ùî òàêå ïiäãðóïà, ïîðîäæåíà ïiäìíîæèíîþ ãðóïè?

42. ßêà ïiäãðóïà íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ â ãðóïi ?

43. Ùî òàêå öèêëi÷íà ãðóïà? Íàâåäiòü ïðèêëàäè öèêëi÷íî¨ ãðóïè.

44. ßêi Âè çíà¹òå âëàñòèâîñòi ãðóïè?

45. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îïåðàöiÿ â ãðóïi ñêîðîòíà?

46. Äîâåäiòü, ùî êîæåí åëåìåíò ãðóïè âîëîäi¹ ¹äèíèì ñèìåòðè-
÷íèì åëåìåíòîì.

47. Ùî òàêå àäèòèâíà ôîðìà çàïèñó îïåðàöi¨ â ãðóïi?

48. Ùî òàêå ìóëüòèïëiêàòèâíà ôîðìà çàïèñó îïåðàöi¨ â ãðóïi?
ßêi ïðè öüîìó âæèâàþòüñÿ íàçâè òà ïîçíà÷åííÿ?

49. ßê ìîæíà ââåñòè äiþ, îáåðíåíó ÷è, ãîâîðÿòü, ïðîòèëåæíó äî
çàäàíî¨ ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨? ßê âîíà íàçèâà¹òüñÿ ïðè àäèòèâíié
òà ïðè ìóëüòèïëiêàòèâíié ôîðìi çàïèñó?

50. Äàéòå îçíà÷åííÿ ãðóïè çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ

à) ìîíî¨äà;

á) êâàçiãðóïè;

â) ëóïè;

ã) ïiâãðóïè òà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü âèäó ax = b, ya = b;

ä) àëãåáðè òèïó (2, 1, 0).

51. ßêi ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè) íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôíèìè?

52. Ùî òàêå ãîìîìîðôiçì ïiâãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï)?

53. Ùî òàêå åïiìîðôiçì ïiâãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï)?
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54. Ùî òàêå åíäîìîðôiçì ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè)?

55. Ùî òàêå àâòîìîðôiçì ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè)?

56. Âêàæiòü ðiçíèöþ ìiæ ãîìîìîðôiçìîì òà içîìîðôiçìîì ïiâ-
ãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï).

57. Ùî ¹ ñïiëüíîãî òà âiäìiííîãî äëÿ ãîìîìîðôiçìó, åïiìîðôiçìó
òà åíäîìîðôiçìó ïiâãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï)?

58. ßêà ðiçíèöÿ ìiæ åíäîìîðôiçìîì òà àâòîìîðôiçìîì ïiâãðóïè
(êâàçiãðóïè, ãðóïè)?

59. ßêà ðiçíèöÿ ìiæ içîìîðôiçìîì òà àâòîìîðôiçìîì ïiâãðóï
(êâàçiãðóï, ãðóï)?

60. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ïiâãðóï (êâàçiãðóï,
ãðóï) ¹ âiäíîøåííÿì êâàçiïîðÿäêó. À ÷è áóäóòü âiäíîøåííÿìè
êâàçiïîðÿäêó âiäíîøåííÿ åïiìîðôiçìó, åíäîìîðôiçìó ïiâãðóï
(êâàçiãðóï, ãðóï)?

61. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ ïiâãðóïàìè (êâà-
çiãðóïè, ãðóïàìè) ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Âêàæiòü,
ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿ¹ ïðè öüîìó ôàêòîð-ìíîæèíà âñiõ ïiâ-
ãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï).

62. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îáðàç ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðóïè) G1 âiäíî-
ñíî ãîìîìîðôiçìó ¨¨ â äåÿêó ïiâãðóïó (êâàçiãðóïó, ãðóïó) G2 ¹
ïiäïiâãðóïîþ (êâàçiãðóïîþ, ïiäãðóïîþ) ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè,
ãðóïè) G2. Êîëè öåé îáðàç ñïiâïàäà¹ ç G2?

63. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ãîìîìîðôíèõ ïiâãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï).

64. Íàâåäiòü ïðèêëàäè içîìîðôíèõ ïiâãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï).

65. Íàâåäiòü ïðèêëàäè åïiìîðôiçìó ïiâãðóï (êâàçiãðóï, ãðóï).

66. Íàâåäiòü ïðèêëàäè åíäîìîðôiçìó ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè, ãðó-
ïè).

67. Íàâåäiòü ïðèêëàäè àâòîìîðôiçìîìó ïiâãðóïè (êâàçiãðóïè,
ãðóïè).
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68. Âiäîìî, ùî ïiâãðóïà ¹ ìîíî¨äîì. ×è äîâiëüíà ¨¨ ïiäïiâãðóïà ¹
ìîíî¨äîì?

69. Íåõàé ìîíî¨ä âèçíà÷åíèé ÿê àëãåáðà òèïó (2,0). ×è äîâiëüíà
éîãî ïiäàëãåáðà ¹ ìîíî¨äîì?

70. Âiäîìî, ùî ïåðåòèí ïiäãðóï ¹ îáîâ'ÿçêîâî ïiäãðóïà çàäàíî¨
ãðóïè. Ïîÿñíiòü öåé ôàêò. À ÷è ñïðàâåäëèâå ïîäiáíå òâåð-
äæåííÿ äëÿ ïåðåòèíó ïiäïiâãðóï ïiâãðóïè, òîáòî ÷è çàâæäè
ïåðåòèí ïiäïiâãðóï ¹ ïiäïiâãðóïà äàíî¨ ïiâãðóïè? Äàòè àíàëî-
ãi÷íó âiäïîâiäü äëÿ ïiâãðóïè, ÿêà ¹ ìîíî¨äîì, i äëÿ ìîíî¨äà
ÿê àëãåáðè òèïó (2,0).

71. ×è ¹ ïiâãðóïàìè òàêi àëãåáðè: à) (Z; +); á) (Z; ·); â) (Z;−);
ã) (N; ·); ä) (N; +); å) (N;−); ¹) (Q+; ·); æ) (N0; +); ç) (Q+; +);
è) ({3n|n ∈ N}; ·); i) ({3n|n ∈ Z}; ·); ¨) (P(A);∩); é) (P(A);∪);
ê) (nZ; +); ë) (nZ; ·)?

72. Ç'ÿñóâàòè, ÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäiþòü âêàçàíi âèùå àë-
ãåáðè. Âñòàíîâèòè, ÷è ¹ ñåðåä íèõ ãðóïè?

73. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàâåäåíèõ âèùå ó âïðàâi 71 ïiâãðóï (ãðóï) ¹
ïiäïiâãðóïàìè (ïiäãðóïàìè) ç âêàçàíîãî ñïèñêó.

74. Âñòàíîâèòè, ÷è iñíó¹ ìiæ äåÿêèìè ç ïåðåëi÷åíèõ âèùå ïiâãðóï
(ãðóï) öèêëi÷íi. ßêùî òàê, òî âêàçàòè ¨õ òâiðíi åëåìåíòè.

75. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹ ìiæ äåÿêèìè ç ïåðåëi÷åíèõ âèùå ïiâãðóï
(ãðóï) ãîìîìîðôiçì àáî içîìîðôiçì. ßêùî òàê, òî ÿê ìîæíà
éîãî ïîäàòè ó àíàëiòè÷íié ôîðìi?

76. * Ç'ÿñóâàòè, ÿêèìè ìîæóòü áóòè ïiäïiâãðóïè òà iäåàëè â òàêèõ
ïiâãðóïàõ: à) (N; +); á) (N; ·); â) (Z; +); ã) (Z; ·).

77. * Âêàçàòè ìiíiìàëüíó ìíîæèíó òâiðíèõ äëÿ êîæíî¨ ç âêàçàíèõ
ïiâãðóï âïðàâè 76.

78. Ïiâãðóïà (Z; +), ÿê âiäîìî, ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ. Âêàçàòè âñi ¨¨
ïiäãðóïè òà iäåàëè.

79. Íåõàé â àëãåáði (G; ∗) áiíàðíà îïåðàöiÿ çàäàíà ðiâíiñòþ g∗h =
= h. Ç'ÿñóâàòè, ÷è öÿ àëãåáðà ¹ ïiâãðóïîþ. Äîñëiäèòè âëàñòè-
âîñòi öi¹¨ àëãåáðè. Âcòàíîâèòè ¨¨ ïiäàëãåáðè, iäåàëè.
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80. Äîâåñòè, ùî ïåðåòèí, îá'¹äíàííÿ, äîáóòîê iäåàëiâ ïiâãðóïè ¹

iäåàëîì, ÿêùî äîáóòêîì iäåàëiâ I1, I2 ¹ ìíîæèíà âèäó I1I2
df
=

{i1 ∗ i2|i1 ∈ I1 ∧ i2 ∈ I2}, à ∗ � ïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ.

81. Äîñëiäèòè âñi iäåàëè ãðóïè.

82. Íà ìíîæèíi A = {1, 2, 3, 4, 6, 12} çàäàíà îïåðàöiÿ

à) (a, b)
df
= ÍÑÄ(a, b);

á) [a, b]
df
= ÍÑK(a, b).

Ñêëàñòè òàáëèöþ Êåëi. Äîâåñòè, ùî óòâîðèòüñÿ ïiâãðóïà â
êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ. Âêàçàòè ¨¨ âëàñòèâîñòi.

83. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ çàìêíóòîñòi àëãåáðà-
¨÷íî¨ îïåðàöi¨ çíàéòè ôóíêöiþ f(x) òàêó, ùî(
∀x ∈ R

∣∣∣f(x) + 2f(−x) = x+ 1
)
.

84. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ïiâãðóïè çíàéòè ôóíêöiþ f(x) òàêó,

ùî
(
∀x ∈ R

∣∣∣2f(x) + f(1− x) = 3− xf(1)
)
.

85. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ãðóïè çíàéòè ôóíêöiþ f(x) òàêó,

ùî
(
∀x ∈ R \ {0, 1,−1}

∣∣∣xf(x) + 2f
(
x−1
x+1

)
= 1
)
.

86. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ãðóïè çíàéòè ôóíêöiþ f(x) òàêó,

ùî
(
∀x ∈ R \ {0, a}

∣∣∣f(x) + f
(

a2

a−x

)
= x, a ∈ R \ {0}

)
.

87. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà ïiâãðóïà ìà¹ iäåìïîòåíòè.

88. Çàäàòè ãîìîìîðôiçì ïiâãðóïè (N; ·) íà àëãåáðó ({0, 1}; ·) òà
ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü éîãî çàäàííÿ.

89. Çàäàòè ãîìîìîðôiçì ãðóïè (Z; +) íà àëãåáðó ({−1, 1}; ·) òà
ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü éîãî çàäàííÿ.

90. Íåõàé g ∈ G � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ãðóïè G = (G; ·). Äî-
ñëiäèòè, ÷è áóäóòü åíäîìîðôiçìàìè àáî àâòîìîðôiçìàìè öi¹¨
ãðóïè âiäîáðàæåííÿ, çàäàíi òàêèìè ðiâíîñòÿìè: à) lg(x) = gx;
á) rg(x) = xg; â) mg(x) = gxg−1.
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91. Äîñëiäèòè, ÷è ìîæíà êîìóòàòèâíó iäåìïîòåíòíó ïiâãðóïó içî-
ìîðôíî âiäîáðàçèòè â ïiâãðóïó ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíîæèíè
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïåðåòèíó (îá'¹äíàííÿ) ïiäìíîæèí.

92. * Äîñëiäèòè áóäîâó ìîíîãåííî¨ ïiâãðóïè. Ñêiëüêè âîíà ìà¹
iäåìïîòåíòiâ, ïiäïiâãðóï, iäåàëiâ, ïiäãðóï?

93. Ïîêàçàòè, ùî àëãåáðà (Z; ◦k) ¹ êâàçiãðóïîþ, ÿêùî îïåðàöiÿ ◦k
çàäàíà ðiâíiñòþ a ◦k b

df
= a + b + k, äå k ∈ Z � ôiêñîâàíå öiëå

÷èñëî. Äîñëiäèòè, ïðè ÿêîìó k ∈ Z âîíà ¹ ëóïîþ.

94. Äîñëiäèòè, ÷è àëãåáðà (Q; ◦) ¹ êâàçiãðóïîþ, ÿêùî îïåðàöiÿ ◦
çàäàíà ðiâíiñòþ a ◦ b = αa+ βb+ γ, äå α, β, γ ∈ Q � ôiêñîâàíi
ðàöiîíàëüíi ÷èñëà. Êîëè òàêà àëãåáðà áóäå

à) êîìóòàòèâíîþ êâàçiãðóïîþ;

á) ëóïîþ?

95. * Äàíî n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ñêiëüêè ç íèõ ìîæíà óòâîðèòè:

à) ëàòèíñüêèõ êâàäðàòiâ;

á) ìàãi÷íèõ êâàäðàòiâ;

â) ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî äiàãîíàëi ëàòèíñüêèõ êâàäðàòiâ?
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2.8 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

68. Íi.
69. Òàê.
70. Äëÿ ïiâãðóï � íi; äëÿ ìîíî¨äiâ ÿê àëãåáð òèïó (2, 0) � òàê.
71. Òàê, êðiì âèïàäêiâ â), å).
72. Âñi ïiâãðóïè àáåëåâi, à ó âèïàäêàõ ¨), é) ùå ¹ iäåìïîòåíòíèìè;

âñi ïiâãðóïè ìàþòü íåéòðàëüíi åëåìåíòè, êðiì âèïàäêiâ ä), è), ç),
ë), à ó âèïàäêàõ á) ¨), é), ê) ìàþòü òàêîæ ïîãëèíàþ÷i åëåìåíòè; ó
âèïàäêàõ à), ¹), i), ê) � ãðóïè.

73. Âiäíîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ïiäïiâãðóïè âiäìiòèìî âiäïîâiäíî
âêëþ÷åííÿìè: N ⊂ N0 ⊂ Z; N ⊂ Q+; nZ ⊂ Z; àíàëîãi÷íî âiäíîñíî
ìíîæåííÿ: {3n|n ∈ N} ⊂ N ⊂ Z; N ⊂ Q+; {3n|n ∈ Z} ⊂ Q+.

74. Öèêëi÷íà ïiâãðóïà âiäíîñíî äîäàâàííÿ (N; +) ç òâiðíèì åëå-
ìåíòîì 1; öèêëi÷íà ïiâãðóïà âiäíîñíî ìíîæåííÿ ({3n|n ∈ N}; ·) ç
òâiðíèì åëåìåíòîì 3; öèêëi÷íi ãðóïè (Z; +), (nZ; +), ({3n|n ∈ Z}; ·)
ç âiäïîâiäíî òâiðíèìè åëåìåíòàìè 1, n, 3.

75. Òîòîæíèé içîìîðôiçì f(x) = x äëÿ òàêèõ ïàð àëãåáð.

(N; ·)
â∼= (Z; ·); (N; +)

â∼= (Z; +); (N; ·)
â∼= (Q+; ·); (N; +)

â∼=
(N0; +); (N0; +)

â∼= (Z; +); (N; +)
â∼= (Q+; +); ({3n|n ∈ N}; ·)

â∼=
{3n|n ∈ Z}; ·); ({3n|n ∈ N}; ·)

â∼= (Q+; ·); ({3n|n ∈ Z}; ·)
â∼= (Q+; ·);

içîìîðôiçì f(3n) = n äëÿ òàêèõ ïàð àëãåáð:

({3n|n ∈ N}; ·)
íà∼= (N; +); ({3n|n ∈ Z}; ·)

íà∼= (Z; +); ({3n|n ∈
∈ N}; ·)

â∼= (N0; +); f(x) = X = A \ X � içîìîðôiçì àë-

ãåáð: (P(A);
⋂

)
íà∼= (P(A);

⋃
); f(x) = |z| � ãîìîìîðôiçì àëãåáð:

(Z; ·) â∼ (Q+; ·).
76.
à) ïiâãðóïè: An = {k ∈ N|n 6 k ∧ n ∈ N}, öèêëi÷íi ïiâãðóïè nN ,

äå n ∈ N; iäåàëè: An, äå n ∈ N;
á) ïiâãðóïè: Bm = {mn|n, m ∈ N}; öèêëi÷íi ïiâãðóïè nN , äå

n ∈ N, An = {k ∈ N|k > n}, äå n ∈ N; iäåàëè nN, An, äå n ∈ N;
â) öèêëi÷íi ïiäïiâãðóïè nZ, ïiâãðóïè An = {k ∈ N|k > n}, äå

n ∈ N, A−n = {k ∈ Z|k 6 −n ∧ n ∈ N}; ¹äèííèé iäåàë � Z;
ã) nZ, nN , äå n ∈ Z � öèêëi÷íi ïiäïiâãðóïè; ïiäïiâãðóïè An =

= {k ∈ N|k > n∧n ∈ N0 = N∪{0}}, An = {k ∈ N|k 6 n, −n−n ∈ N0};
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iäåàëè nZ.
77. à) {1}; á) P ∪{1}; â) {1;−1}; ã) {1;−1}∪P , äå P � ìíîæèíà

âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë.
78. Âñi ïiäãðóïè ìàþòü âèãëÿä kZ, äå k ∈ Z; Z � ¹äèíèé iäåàë.
79. Âêàçàíà àëãåáðà ¹ ïiâãðóïîþ, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ ïîãëèíàþ-

÷èìè çëiâà; òîìó âîíà iäåìïîòåíòíà. Äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíî-
æèíà ¹ ïiäìíîæèíîþ i ëiâèì iäåàëîì; ¹äèííèé ïðàâèé iäåàë � öå
âñÿ àëãåáðà.

80. Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ ñëiä âèêîðèñòàòè âiäïîâiäíi îçíà-
÷åííÿ.

81. Ãðóïà ìà¹ ¹äèíèé iäåàë � öå íåâëàñíèé iäåàë, ùî ñïiâïàäà¹
ç óñi¹þ ãðóïîþ.

82.

(a, b) 1 2 3 4 6 12

1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 2
3 1 1 3 1 3 3
4 1 2 1 4 2 4
6 1 2 3 2 6 6
12 1 2 3 4 6 12

Öå êîìóòàòèâíà iäåìïîòåíòíà ïiâãðóïà ç ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì
1 i íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì 12.

[a, b] 1 2 3 4 6 12

1 1 2 3 4 6 12
2 2 2 6 4 6 12
3 3 6 3 12 6 12
4 4 4 12 4 12 12
6 6 6 6 12 6 12
12 12 12 12 12 12 12

Öå êîìóòàòèâíà iäåìïîòåíòíà ïiâãðóïà ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì 1
i ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì 12.

84. f(x) = 6−3x
5 .

85. f(x) = 4x2−x+1
5x(x−1) , x 6= −1.

87. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ âïðàâè 92.
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88. Âêàçiâêà. Ãîìîìîðôiçì f ìîæíà çàäàòè ñïiââiäíîøåííÿì

f(n) =

{
0, ÿêùî n− ïàðíå ÷èñëî;
1, ÿêùî n− íåïàðíå ÷èñëî.

89. Âêàçiâêà. Ãîìîìîðôiçì f ìîæíà çàäàòè ñïiââiäíîøåííÿì

f(n) =

{
1, ÿêùî n− ïàðíå ÷èñëî;
−1, ÿêùî n− íåïàðíå ÷èñëî.

90. à), á): fg, rg íå ¹ åíäîìîðôiçìîì, ÿêùî g íå ¹ îäèíèöåþ ãðó-
ïè, i ¹ àâòîìîðôiçìîì, ÿêùî g � îäèíèöÿ ãðóïè; â) mg � àâòîìîð-
ôiçì ãðóïè.

91. Âêàçiâêà. Ó âèïàäêó ïåðåòèíó ìíîæèí içîìîðôiçì f ìî-

æíà çàäàòè ðiâíiñòþ f(g)
df
= {x|xg = x ∧ x ∈ G} = Hg, äå g ∈ G

� äîâiëüíèé åëåìåíò êîìóòàòèâíî¨ iäåìïîòåíòíî¨ ïiâãðóïè G =
= (G; ·), Hg ⊂ G � âiäïîâiäíà ïiäìíîæèíà öi¹¨ ïiâãðóïè. Òîäi ìî-
æíà ïîêàçàòè, ùî f(g1g2) = Hg1 ∩ Hg2 i f : G → {Hg|g ⊂ G} �
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà çà-
äàòè içîìîðôiçì i ó âèïàäêó îá'¹äíàííÿ ìíîæèí.

92. Âêàçiâêà. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíóòè íåñêií÷åííó ìîíîãåííó ïiâ-
ãðóïó G = (G; ·), äå G = {gn|n ∈ N}, g � ¨¨ ïîðîäæóþ÷èé åëåìåíò,
i ïîêàçàòè, ùî âîíà içîìîðôíà àäèòèâíié ïiâãðóïi (N; +) íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë. Òîäi äîñëiäæåííÿ áóäîâè ïiâãðóïè G ìîæíà çâåñòè äî
äîñëiäæåííÿ áóäîâè ïiâãðóïè (N; +), âèÿñíÿþ÷è â íié iäåìïîòåíòè,
ïiäïiâãðóïè, iäåàëè, ïiâãðóïè. ßêùî æ ìîíîãåííà ïiâãðóïà G ñêií-
÷åííà i ìà¹ n åëåìåíòiâ, äå n ∈ N, òî ó íié îáîâ'ÿçêîâî çíàéäóòüñÿ
åëåìåíòè gk, gk+l, äå k, l ∈ N � íàéìåíøi íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêi, ùî
gk = gk+l. Âñòàíîâèâøè âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ÷èñëàìè k, l, n, ìîæíà
äàëi äîñëiäæóâàòè i áóäîâó öi¹¨ ñêií÷åííî¨ ìîíîãåííî¨ ïiâãðóïè G,
âèÿñíÿþ÷è â íié iäåìïîòåíòè, ïiäïiâãðóïè, iäåàëè, ïiâãðóïè.

93. Äàíà àëãåáðà ¹ ãðóïîþ äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà k ∈ Z.
94. à) α = β; á) α = β, γ = 0.
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3 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî êiëüöÿ

1. Îçíà÷åííÿ êiëüöÿ, ïiäêiëüöÿ, iäåàëà; ïðèêëàäè.
2. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi êiëåöü.
3. Ãîìîìîðôiçì, içîìîðôiçì êiëåöü.
4. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
5. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

3.1 Îçíà÷åííÿ êiëüöÿ, ïiäêiëüöÿ, iäåàëà; ïðèêëà�

äè

1. Ïîðÿä iç ââåäåíèìè ðàíiøå òàêèìè êîíêðåòíèìè àëãåáðàìè,
ÿê ïiäãðóïà, êâàçiãðóïà, ãðóïà, íå ìåíø âàæëèâîþ êîíêðåòíîþ àë-
ãåáðîþ ¹ êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Àëãåáðà K = (K; +, ·) òèïó (2, 2) íàçèâà¹�
òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

à) àëãåáðà (K; +) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ;
á) àëãåáðà (K; ·) ¹ ïiâãðóïîþ;
â) îïåðàöiÿ · ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ + äî�

äàâàííÿ, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀a, b, c ∈ K)(a(b+ c) = ab+ ac)− ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü;
(∀a, b, c ∈ K)((b+ c)a = ba+ ca)− ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü.

Íàâåäåíi óìîâè à) � â) òàêîæ íàçèâàþòü àêñiîìàìè êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.2. Àáåëåâà ãðóïà (K; +) êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ
àäèòèâíîþ ãðóïîþ öüîãî êiëüöÿ, íåéòðàëüíèé åëåìåíò 0 ∈ K
ÿêî¨ íàçèâàþòü íóëåì êiëüöÿ, à ïiâãðóïà (K; ·) íàçèâà¹òüñÿ
ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ïiâãðóïîþ öüîãî êiëüöÿ K; ÿêùî öÿ ïiâ�
ãðóïà ìiñòèòü íåéòðàëüíèé åëåìåíò e ∈ K, òî éîãî íàçèâàþòü
îäèíèöåþ êiëüöÿ K.

Îçíà÷åííÿ 3.1.3. Êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì, ÿêùî âîíî
ìiñòèòü ëèøå îäèí åëåìåíò.

Âiäìiòèìî, ùî êiëüöå çàâæäè âîëîäi¹ íóëåì, à îäèíèöþ êiëüöå
íå îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü, òîáòî ¹ ÿê êiëüöÿ ç îäèíèöåþ, òàê i áåç
îäèíèöi (ïðèêëàäè êiëåöü íàâåäåíi íèæ÷å).
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Îçíà÷åííÿ 3.1.4. Êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì, ÿêùî
îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ â öüîìó êiëüöi êîìóòàòèâíà, òîáòî (∀a, b ∈
∈ K)(ab = ba).

Îçíà÷åííÿ 3.1.5. Åëåìåíòè êiëüöÿ íàçèâàþòüñÿ äiëüíèêà�
ìè íóëÿ, ÿêùî âîíè íå ðiâíi íóëþ êiëüöÿ, à ¨õ äîáóòîê ðiâíèé
öüîìó íóëþ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.6. Êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ öiëiñíî�
ñòi, ÿêùî âîíî êîìóòàòèâíå, ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ
i íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ, òîáòî

(∀a, b ∈ K)(a, b 6= 0→ ab 6= 0).

2. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïiäêiëüöÿ òà iäåàëà êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.7. Ïiäìíîæèíà H ⊂ K êiëüöÿ K = (K; +, ·)
íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì öüîãî êiëüöÿ K, ÿêùî àëãåáðà (H; +, ·)
òåæ ¹ êiëüöåì âiäíîñíî îïåðàöié êiëüöÿ.

Ìîæíà äîâåñòè òàêèé êðèòåðié òîãî, ùîá íåïîðîæíÿ ïiäìíîæè-
íà H ⊂ K êiëüöÿ K áóëà éîãî ïiäêiëüöåì.

Òåîðåìà 3.1.1. ßêùî H ⊂ K � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà êiëü�
öÿ K = (K; +, ·), òî H ¹ éîãî ïiäêiëüöåì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
öÿ ïiäìíîæèíà çàìêíóòà âiäíîñíî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ öüîãî
êiëüöÿ, i ç êîæíèì åëåìåíòîì h ∈ H öÿ ïiäìíîæèíà H ìiñòèòü
ïðîòèëåæíèé éîìó åëåìåíò −h, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå�
ííÿ

(∀g, h ∈ G)(g, h ∈ H → g + h, gh,−g ∈ H). (3.1.1)

Íà ìîâi ïiäìíîæèíè i ãëîáàëüíèõ îïåðàöié öå ñïiââiäíîøåííÿ
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi âêëþ÷åíü

H +H ⊂ H;
H ·H ⊂ H;
−H ⊂ H,

äå H + H
df
= {g + h|g, h ∈ H}, −H df

= {−h|h ∈ H}, H · H df
=

{gh|g, h ∈ H}.
Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå êiëüöå K = (K; +, ·) ìiñòèòü òàêi òðèâi�

àëüíi ïiäêiëüöÿ, ÿê:
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� íóëüîâå ïiäêiëüöå {0}, ÿêå ìiñòèòü ëèøå íóëü 0 êiëüöÿ K,
� öå

”
íàéìåíøå“ ïiäêiëüöå, îñêiëüêè ìiñòèòüñÿ ó áóäü-ÿêîìó

ïiäêiëüöi;

� ïiäêiëüöå K � öå âñå êiëüöå K, ÿêå, çðîçóìiëî, ¹
”
íàéáiëüøèì“

ïiäêiëüöåì, îñêiëüêè ìiñòèòü áóäü-ÿêå ïiäêiëüöå êiëüöÿ K.

Íåòðèâiàëüíi ïiäêiëüöÿ êiëüöÿ iíîäi íàçèâàþòü âëàñíèìè ïiä�
êiëüöÿìè.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1.2. Ïåðåòèí äîâiëüí¨ ñiì¨ ïiäêiëåöü êiëüöÿ ¹ éî�
ãî ïiäêiëüöå, òîáòî ÿêùî (Hi)i∈I � ñiì'ÿ ïiäêiëåöü êiëüöÿ K =

= (K; +, ·), òî H =
⋂
i∈I
Hi � ïiäêiëüöå êiëüöÿ K.

Îçíà÷åííÿ 3.1.8. Ïiäìíîæèíà I ⊂ K êiëüöÿ K = (K; +, ·)
íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (ïðàâèì) iäåàëîì öüîãî êiëüöÿ, ÿêùî öÿ
ïiäìíîæèíà I ⊂ K ¹ ïiäãðóïîþ àäèòèâíî¨ ãðóïè (K; +) i ëiâèì
(ïðàâèì) iäåàëîì ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiâãðóïè (K; ·) öüîãî êiëüöÿ
K, i íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì àáî, ãîâîðÿòü, äâîñòîðîííiì iäåà�
ëîì, ÿêùî öÿ ïiäìíîæèíà I ⊂ K ¹ îäíî÷àñíî i ëiâèì, i ïðàâèì
iäåàëîì öüîãî êiëüöÿ K.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå êiëüöå K = (K; +, ·) ìiñòèòü òàêi òðèâi�
àëüíi iäåàëè, ÿê:

� íóëüîâèé iäåàë {0}, ÿêèé ìiñòèòü ëèøå íóëü 0 ∈ K êiëüöÿ
K � öå

”
íàéìåíøèé“ iäåàë;

� iäåàë K � öå âñå êiëüöå K, ÿêå ¹, çðîçóìiëî,
”
íàéáiëüøèì“

iäåàëîì.

Iíøi iäåàëè, ÿêi âiäìiííi âiä òðèâiàëüíèõ iäåàëiâ, íàçèâàþòü âëà�
ñíèìè iäåàëàìè êiëüöÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîâiëüíèé iäåàë (ÿê
îäíîñòîðîííié, òîáòî ëiâèé àáî ïðàâèé, òàê i äâîñòîðîííié) ¹ ïiä-
êiëüöåì êiëüöÿ. Ìà¹ ìiñöå òàêîæ íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ïåðåòèí
iäåàëiâ, àíàëîãi÷íà òåîðåìi 3.1.2.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñiì'¨ iäåàëiâ òîãî ÷è iíøî�
ãî òèïó êiëüöÿ ¹ éîãî iäåàëîì òîãî æ ñàìîãî òèïó, òîáòî, ÿêùî
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(Ij)j∈J � ñiì'ÿ ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòîðîííiõ) iäåàëiâ êiëüöÿ K =

= (K; +, ·), òî i ¨õ ïåðåòèí I =
⋂
j∈J

Ij ¹ ëiâèì (ïðàâèì, äâîñòîðîí�

íiì) iäåàëîì öüîãî êiëüöÿ K.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ïîíÿòòÿ ëiâîãî, ïðà-
âîãî, äâîñòîðîííüîãî iäåàëiâ ñïiâïàäàþòü. Íà ìîâi ãëîáàëüíèõ îïå-
ðàöié êiëüöÿ i ïiäìíîæèí òå, ùî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà I ⊂ K
êiëüöÿ K = (K; +, ·) ¹ éîãî äâîñòîðîííiì iäåàëîì, ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi òàêèõ âêëþ÷åíü:

I + I ⊂ I;
−I ⊂ I;

KI ∪ IK ⊂ I.

Íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi, òîáòî íà ìîâi åëåìåíòiâ, öi âêëþ÷åííÿ
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀g, i1, i2 ∈ K)(i1, i2 ∈ I → i1 + i2, −i1, gi1, i1g ∈ I). (3.1.2)

Ñàìîñòiéíî äîâåäiòü ðiâíîñèëüíiñòü âêàçàíèõ âêëþ÷åíü iç
öèì ñïiââiäíîøåííÿì.

3. Íàâåäåìî ïðèêëàäè êîíêðåòíèõ êiëåöü, ïiäêiëåöü òà iäåà-
ëiâ ïî àíàëîãi¨ ç òèì, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó âèïàäêó ïiâãðóï, êâà-
çiãðóï, ãðóï, íå âäàþ÷èñü â äåòàëüíi äîñëiäæåííÿ.

1. Z = (Z; +, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ç îäèíèöåþ 1,
ÿêå î÷åâèäíî ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.

2. Q = (Q; +, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îäè-
íèöåþ 1, ÿêå òåæ ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.

3. Q[
√

2] = (Q[
√

2]; +, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå äiéñíèõ ÷èñåë âè-
äó a + b

√
2, äå a, b ∈ Q, ç îäèíèöåþ 1, ÿêå òåæ ¹ îáëàñòþ

öiëiñíîñòi.

4. R = (R; +, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ç îäè-
íèöåþ 1, ÿêå òåæ ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.
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5. Î÷åâèäíî, ùî:

Z � ïiäêiëüöå êiëüöÿ Q;
Q � ïiäêiëüöå êiëüöÿ Q[

√
2];

Q[
√

2] � ïiäêiëüöå êiëüöÿ R.

6. Ìíîæèíà 2Z = {2z|z ∈ Z} âñiõ ïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë ¹ î÷åâè-
äíî iäåàëîì áåç îäèíèöi êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ (Z; +, ·) öiëèõ
÷èñåë.

7. FR = (FR; +, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå âñiõ äiéñíèõ ôóíêöié,
çàäàíèõ íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë, ç îäèíèöåþ, äëÿ ÿêèõ
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çàäàíi òàêèìè ðiâíîñòÿìè:

(∀x ∈ R)((f + g)(x)
df
= f(x) + g(x));

(∀x ∈ R)((f · g)(x)
df
= f(x) · g(x)).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî íóëåì öüîãî êiëüöÿ ¹ ôóíêöiÿ 0(x), ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (∀x ∈ R)(0(x)
df
= 0), à îäèíè-

öåþ êiëüöÿ ¹ ôóíêöiÿ e(x), ÿêà çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (∀x ∈
∈ R)(e(x)

df
= 1). Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî öå êiëüöå ìà¹ äiëüíèêè

íóëÿ i òîìó íå ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi (ñàìîñòiéíî äîñëiäiòü
öå).

8. P(A) = (P (A × A);∪, ◦) � íåêîìóòàòèâíå êiëüöå âñiõ îäíî-
ðiäíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè A, äå

P (A × A)
df
= {f |f ⊂ A × A}, ç îäèíèöåþ, äëÿ ÿêèõ îïåðà-

öi¹þ äîäàâàííÿ ¹ îá'¹äíàííÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü, à îïåðàöi-
¹þ ìíîæåííÿ ¹ êîìïîçèöiÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü; ðîëü îäèíèöi
ãðà¹ òîòîæíå âiäíîøåííÿ ∆A, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (∀a ∈
∈ A)(∆A(a)

df
= a), à ðîëü íóëÿ � ïîðîæí¹ áiíàðíå âiäíîøåííÿ

∅. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå êiëüöå ìà¹ äiëüíèêè íóëÿ i, îòæå, íå
¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi.

9. Z4 = ({0, 1, 2, 3};⊕,�) � êîìóòàòèâíå êiëüöå îñòà÷ öiëèõ ÷è-
ñåë ïðè äiëåííi íà 4, äå äi¨ äîäàâàííÿ ⊕ i ìíîæåííÿ � ìîæíà
çàäàòè òàáëèöÿìè Êåëi:
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⊕ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

� 0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Ó öüîìó êiëüöi íóëåì ¹ 0, îäèíèöåþ � 1, ïðîòèëåæíèìè åëå-
ìåíòàìè äî 0, 1, 2, 3 ¹ âiäïîâiäíî 0, 3, 2, 1. Öå êiëüöå íå ¹
îáëàñòþ öiëiñíîñòi, îñêiëüêè, ùî âèäíî ç äðóãî¨ òàáëèöi Êåëi,
2� 2 = 0 i 2 6= 0, òîáòî 2 ¹ äiëüíèêîì íóëÿ 0.

3.2 Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi êiëåöü

1. ßê i äëÿ âèïàäêó ãðóï, âiäìiòèìî ëèøå òi íàéïðîñòiøi âëà-
ñòèâîñòi, ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç ñàìîãî îçíà÷åííÿ êiëüöÿ.

Íåõàé K = (K; +, ·) � êiëüöå. Oñêiëüêè âiäïîâiäíà éîìó àëãå-
áðà (K; +) ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ + ¹ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ
öüîãî êiëüöÿ, òî âñi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi àáåëåâî¨ ãðóïè ìàþòü
ìiñöå i äëÿ äàíîãî êiëüöÿ. Òîìó ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.1. ßêùî àëãåáðà K = (K; +, ·) � êiëüöå, òî
1. Íóëüîâèé åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ ¹äèíèé.
2. Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ñêîðîòíà:

(∀x, a, b ∈ K)(x+ a = x+ b→ a = b) � ëiâà ñêîðîòíiñòü;
(∀x, a, b ∈ K)(a+ x = b+ x→ a = b) � ïðàâà ñêîðîòíiñòü.

3. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà êiëüöÿ a ∈ K iñíó¹ ¹äèíèé ïðîòèëå�
æíèé åëåìåíò −a ∈ K òàêèé, ùî −a+ a = a+ (−a) = 0.

4. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K êiëüöÿ K ðiâíÿííÿ a+x = b,
y + a = b ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî íåâiäîìèõ x, y òàêèé,
ùî

x = y = b+ (−a) = (−a) + b.

5. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ K êiëüöÿ K ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
−(−a) = a.

6. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K êiëüöÿ K ïðîòèëåæíèì
åëåìåíòîì −(a+b) äî ¨õ ñóìè (a+b) ¹ ñóìà (−a)+(−b) âiäïîâiäíèõ
¨ì ïðîòèëåæíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî −(a+ b) = (−a) + (−b).
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Äîâåäåííÿ ïåðåëi÷åíèõ âëàñòèâîñòåé 1 � 6 â òåîðåìi âèïëèâà¹
ç âiäïîâiäíîãî äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãðóïè, âiäìi÷å-
íèõ â ïóíêòi 2.5.

Íà îñíîâi òåîðåìè 3.2.1 ìîæíà â êiëüöi K ââåñòè íîâó äîïîìiæíó
äiþ � äiþ âiäíiìàííÿ −, à ñàìå:

Îçíà÷åííÿ 3.2.1. Ðiçíèöåþ b − a äâîõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
b, a ∈ K íàçèâà¹òüñÿ ñóìà b + (−a) åëåìåíòà b i ïðîòèëåæíîãî
åëåìåíòà −a äî åëåìåíòà a, òîáòî ùîá âiä åëåìåíòà b âiäíÿòè
åëåìåíò a, òðåáà äî öüîãî åëåìåíòà b äîäàòè ïðîòèëåæíèé åëå�
ìåíò (−a):

b− a df= b+ (−a).

2. Oñêiëüêè êiëüöå ìà¹ i ðÿä íîâèõ àêñiîì â ïîðiâíÿííi
ç àêñiîìàìè ãðóïè (äèâèñü îçíà÷åííÿ êiëüöÿ, ñòîðiíêà 62), òî äëÿ
êiëüöÿ ìàþòü ìiñöå ðÿä íîâèõ âëàñòèâîñòåé â ïîðiâíÿííi ç âëàñòè-
âîñòÿìè ãðóïè. Äåÿêi ç íàéïðîñòiøèõ íîâèõ âëàñòèâîñòåé âiäìiòèìî
â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.2.2. Â êiëüöi K = (K; +, ·) ìàþòü ìiñöå òàêi íîâi
âëàñòèâîñòi:

1. Â êiëüöi K íå ìîæå áóòè áiëüøå îäíi¹¨ îäèíèöi.
2. Íóëü 0 êiëüöÿ K ¹ ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì âiäíîñíî îïåðà�

öi¨ ìíîæåííÿ, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ K ñïðàâåäëèâi
ðiâíîñòi 0a = a0 = 0.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ K âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâ�
íîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîòèëåæíèìè äî öèõ åëåìåíòiâ åëåìåíòàìè:

(−a)b = a(−b) = −(ab);
(−a)(−b) = ab.

4. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíà âiäíîñíî âiäíiìàííÿ:

(a− b)c = ac− bc;
c(a− b) = ca− cb,

äå a, b, c ∈ K � äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ K.
5. ßêùî K � îáëàñòü öiëiñíîñòi, òî äiÿ ìíîæåííÿ ñêîðîòíà

íà íåíóëüîâi åëåìåíòè, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:
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(∀a, b, c ∈ K)(a 6= 0 ∧ ab = ac→ b = c) � ëiâà ñêîðîòíiñòü;
(∀a, b, c ∈ K)(a 6= 0 ∧ ba = ca→ b = c) � ïðàâà ñêîðîòíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = (K; +, ·) � êiëüöå.
1. Òå, ùî îäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ â êiëüöi íå ìîæå áóòè áiëüøå

îäíîãî, äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî äîâåäåíî íà ñòîðiíöi
46 äëÿ ãðóïè.

2. Íåõàé a ∈ K � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ K. Ç òåîðåìè 3.2.1
(ñòîðiíêà 67) âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ âèäó x + b = b, äå b ∈ K �
äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ K, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê � íóëü 0 öüîãî
êiëüöÿ. Òîìó i ðiâíÿííÿ x + 0a = 0a òåæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê �
x = 0 � íóëü öüîãî êiëüöÿ. Àëå î÷åâèäíî, ùî â ðîëi x ìîæíà âçÿòè
i 0a, áî âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi: 0a+ 0a = (0 + 0)a = 0a, çâiäêè, â
ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ x+0a = 0a, îòðèìà¹ìî x = 0 = 0a,
òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü 0a = 0. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ðiâíiñòü
a0 = 0.

3. Î÷åâèäíî, ùî ab+(−a)b = (a+(−a))b = 0b = 0 i ab+(−(ab)) =
= 0, çâiäêè, â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ab+t = 0, îòðèìà¹ìî
(−a)b = −(ab). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i ðiâíiñòü x(−y) = −(xy).
Òîäi ðiâíiñòü (−a)(−b) = ab îòðèìà¹ìî ÿê íàñëiäîê ç ðiâíîñòåé
(−a)b = a(−b) = −(ab). Äiéñíî, (−a)(−b) = a(−(−b)) = ab, äå âèêî-
ðèñòàíî ðiâíiñòü −(−b) = b ç òåîðåìè 3.2.1.

4. (a − b)c = (a + (−b))c = ac + (−b)c = ac + (−(bc)) = ac − bc;
àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü: c(a− b) = ca− cb.

5. Íåõàé K � îáëàñòü öiëiñíîñòi i a 6= 0, ab = ac. Òîäi ìà¹ìî
ab − ac = a(b − c) = 0, ùî äà¹ b − c = 0, òîáòî b = c. Àíàëîãi÷íî ç
ðiâíîñòi ba = ca, äå a 6= 0, îòðèìà¹ìî b = c �

3.3 Ãîìîìîðôiçì, içîìîðôiçì êiëåöü

1. Ãîìîìîðôiçì, içîìîðôiçì êiëåöü ââîäÿòüñÿ àíàëîãi�
÷íî òîìó, ÿê âîíè ââîäèëèñÿ äëÿ ïiâãðóï, ãðóï, êâàçiãðóï.

Íåõàé K1 = (K1; +1, ·1), K2 = (K2; +2, ·2) � êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. Âiäîáðàæåííÿ f : K1
â(íà)−→ K2 íàçèâà¹òüñÿ

ãîìîìîðôiçìîì êiëüöÿ K1 â (íà) êiëüöå K2, ÿêùî öå âiäîáðà�
æåííÿ f

”
óçãîäæó¹òüñÿ“ ç âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè +1, ·1 â K1 i
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+2, ·2 â K2, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ g, h ∈ K1 âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi

f(g +1 h) = f(g) +2 f(h);
f(g ·1 h) = f(g) ·2 f(h),

ïðî ÿêi iíîäi ãîâîðÿòü òàê: îáðàçè f(g +1 h), f(g ·1 h) âiä ñóìè
g +1 h i äîáóòêó g ·1 h íàä åëåìåíòàìè g, h ∈ K1 âiäïîâiäíî ðiâíi
ñóìi f(g) +2 f(h) i äîáóòêó f(g) ·2 f(h) îáðàçiâ f(g), f(h) ∈ K2 öèõ
åëåìåíòiâ g, h ∈ K1.

Çàóâàæèìî, ùî ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ K1 íà êiëüöå K2 iíîäi íàçè-
âàþòü åïiìîðôiçìîì K1 íà K2.

Îçíà÷åííÿ 3.3.2. Ãîìîìîðôiçì f êiëüöÿ K1 â (íà) êiëüöå K2

íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì K1 â (íà) K2, ÿêùî f ¹ âçà¹ìíî îäíî�
çíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè K1 â (íà) ìíîæèíó K2.

Çàóâàæèìî, ùî ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ â ñåáå iíîäi íàçèâàþòü åí�
äîìîðôiçìîì êiëüöÿ, à içîìîðôiçì êiëüöÿ íà ñåáå íàçèâàþòü àâ�
òîìîðôiçìîì êiëüöÿ.

Ïîçíà÷åííÿ K1
∼= K2 äëÿ êiëåöü K1, K2 îçíà÷à¹, ùî öi êiëüöÿ

içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ.

2. Âiäìiòèìî, ùî âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ìiæ
êiëüöÿìè ìàþòü âëàñòèâîñòi, àíàëîãi÷íi òèì, ÿêi ìàþòü ìiñöå äëÿ
ïiâãðóï, ãðóï (äèâ. ïóíêò 2.6), à ñàìå:

1. Âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ìiæ êiëüöÿìè ¹ âiäíîøåííÿì êâà�
çiïîðÿäêó.

2. Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ êiëüöÿìè ¹ âiäíîøåííÿì åêâi�
âàëåíòíîñòi.

3. Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ êiëüöÿìè ¹ ÷àñòèííèì âèïàä�
êîì âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ìiæ íèìè, òîáòî ÿêùî ìiæ êiëü�
öÿìè âñòàíîâëåíî içîìîðôiçì, òî öåé içîìîðôiçì ¹ îäíî÷àñíî i
ãîìîìîðôiçìîì.

4. Åíäîìîðôiçì, åïiìîðôiçì êiëåöü ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè
ãîìîìîðôiçìó êiëåöü, à àâòîìîðôiçì � ÷àñòèííèì âèïàäêîì içî�
ìîðôiçìó êiëåöü.

5. ßêùî f � ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ K1 = (K1; +1, ·1) â êiëüöå

K2 = (K2; +2, ·2), òî îáðàç f(K1)
df
= {f(a)|a ∈ K1} ⊂ K2 êiëüöÿ

70



Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè

K1 öüîãî ãîìîìîðôiçìó ¹ òàêà ïiäìíîæèíà êiëüöÿ K2, ùî f(K1)
¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K2, â ÿêîìó îáðàç f(01) íóëÿ 01 êiëüöÿ K1

¹ íóëåì â f(K1), îáðàç f(e1) îäèíèöi e1 êiëüöÿ K1 ¹ îäèíèöåþ â
f(K2), à îáðàç f(−1a) ïðîòèëåæíîãî åëåìåíòà −1a ∈ K1 äî åëå�
ìåíòà a ∈ K1 ¹ ïðîòèëåæíèì åëåìåíòîì äî îáðàçà f(a) åëåìåí�
òà a ∈ K1, òîáòî f(−1a) = −2f(a) òàê, ùî êîëè a +1 (−1a) =
= (−1a) +1 a = 01, òî f(−1a) +2 f(a) = f(a) +2 f(−1a) = f(01) i
f(a)+2f(01) = f(01)+2f(a) = f(a) äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a ∈ K1.

3. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôi�
çìó êiëåöü.

1. Íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ 0 : K1 −→ K2, çàäàíå ðiâíiñòþ 0(a)
df
=

df
= 02 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ K1, ¹ ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ K1 =
= (K1; +1, ·1) â êiëüöå K2 = (K2; +2, ·2) ç íóëåì 02, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ
íóëüîâèì ãîìîìîðôiçìîì; î÷åâèäíî, ùî îáðàç 0(K1) = {02} �
öå íóëüîâå ïiäêiëüöå êiëüöÿ K2.

2. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ∆K : K −→ K êiëüöÿ K = (K; +, ·) íà
ñåáå, çàäàíå ðiâíiñòþ ∆K(a)

df
= a äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ K, ¹

àâòîìîðôiçìîì öüîãî êiëüöÿ K, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíèì àáî
îäèíè÷íèì àâòîìîðôiçìîì öüîãî êiëüöÿ.

3. Âiäîáðàæåííÿ h : Z íà−→ {0, 1, 2, 3}, çàäàíå ðiâíiñòþ h(z)
df
= r4

� öå îñòà÷à âiä äiëåííÿ öiëîãî ÷èñëà z íà 4, ëåãêî áà÷èòè, ¹ åïiìîð-
ôiçìîì êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ (Z; +, ·) öiëèõ ÷èñåë íà êîìóòàòèâíå
êiëüöå Z4 = ({0, 1, 2, 3};⊕,�) îñòà÷ öiëèõ ÷èñåë ïðè äiëåííi íà 4.

3.4 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ßêà àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì?

2. ßêèé òèï ìà¹ êiëüöå?

3. Ùî òàêå àäèòèâíà ãðóïà êiëüöÿ?

4. Ùî òàêå ìóëüòèïëiêàòèâíà ïiâãðóïà êiëüöÿ?

5. ßêå êiëüöå íàçèâàþòü íóëüîâèì?

6. Ùî òàêå íóëü êiëüöÿ?
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7. Ùî òàêå îäèíèöÿ êiëüöÿ?

8. ×è âñÿêå êiëüöå ìà¹ îäèíèöþ?

9. ßêå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì?

10. Ùî òàêå äiëüíèêè íóëÿ â êiëüöi?

11. ßêå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ öiëiñíîñòi?

12. Íàâåäiòü ïðèêëàäè êiëüöÿ.

13. Íàâåäiòü ïðèêëàäè êîìóòàòèâíèõ, íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü.

14. Íàâåäiòü ïðèêëàäè îáëàñòi öiëiñíîñòi.

15. Íàâåäiòü ïðèêëàäè êiëåöü ç îäèíèöåþ, áåç îäèíèöi.

16. Ñêiëüêè íóëiâ ìîæå ìàòè êiëüöå? Ïîÿñíiòü öå.

17. Ñêiëüêè îäèíèöü ìîæå ìàòè êiëüöå? Ïîÿñíiòü öå.

18. Ùî òàêå ïiäêiëüöå êiëüöÿ?

19. ßêi ïiäêiëüöÿ êiëüöÿ íàçèâàþòüñÿ òðèâiàëüíèìè?

20. ×è ìîæå êiëüöå ìàòè ¹äèíå òðèâiàëüíå êiëüöå?

21. Íàâåäiòü ïðèêëàäè íåòðèâiàëüíèõ, òîáòî âëàñíèõ ïiäêiëåöü
êiëüöÿ.

22. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié òîãî, ùî ïiäìíîæèíà êiëüöÿ ¹ éîãî
ïiäêiëüöåì.

23. Êîëè êiëüöå ìàòèìå âëàñíi ïiäêiëüöÿ? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïî-
âiäü.

24. ×è çàâæäè ïåðåòèí ñiì'¨ ïiäêiëåöü êiëüöÿ ¹ éîãî ïiäêiëüöåì?
Îá ðóíòóéòå âiäïîâiäü.

25. Ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿ¹ íàéáiëüøå ïiäêiëüöå, ÿêå ìiñòèòüñÿ â
óñiõ ïiäêiëüöÿõ äàíî¨ ñiì'¨ ïiäêiëåöü?

26. ×è ìîæå áóòè ïåðåòèí óñiõ ïiäêiëåöü äàíîãî êiëüöÿ ïîðîæíiì?
Îá ðóíòóéòå âiäïîâiäü i âêàæiòü öåé ïåðåòèí.
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27. ßêà ïiäìíîæèíà êiëüöÿ íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì, ïðàâèì, îäíîñòî-
ðîííiì iäåàëîì?

28. Â ÿêèõ âèïàäêàõ âñi ëiâi òà ïðàâi iäåàëè êiëüöÿ ñïiâïàäàþòü?

29. ßêà ïiäìíîæèíà êiëüöÿ íàçèâà¹òüñÿ äâîñòîðîííiì iäåàëîì
öüîãî êiëüöÿ?

30. ßêi Bè çíà¹òå òðèâiàëüíi iäåàëè êiëüöÿ?

31. ßêi iäåàëè êiëüöÿ íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè iäåàëàìè?

32. ×è çàâæäè ïåðåòèí ñiì'¨ îäíîñòîðîííiõ ÷è äâîñòîðîííiõ iäåà-
ëiâ ¹ âiäïîâiäíî îäíîñòîðîííiì ÷è äâîñòîðîííiì iäåàëîì?

33. Ïîÿñíiòü, ÷îìó iäåàë òîãî ÷è iíøîãî âèäó îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïiä-
êiëüöåì êiëüöÿ?

34. Ïðè ÿêèõ óìîâàõ êiëüöå ìiñòèòü ëèøå òðèâiàëüíi iäåàëè?

35. Êîëè êiëüöå ìàòèìå âëàñíi iäåàëè òîãî ÷è iíøîãî âèäó? Îá-
 ðóíòóéòå âiäïîâiäü.

36. Çàïèøiòü íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi âêàçó-
þòü íà òå, ùî äàíà ïiäìíîæèíà êiëüöÿ ¹ éîãî ïiäêiëüöåì.

37. Çàïèøiòü íà ãëîáàëüíîìó ðiâíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi âêàçóþòü
íà òå, ùî äàíà ïiäìíîæèíà êiëüöÿ ¹ éîãî ïiäêiëüöåì.

38. Çàïèøiòü åëåìåíòàðíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi âêàçóþòü íà òå, ùî
äàíà ïiäìíîæèíà ¹

à) ëiâèì iäåàëîì;

á) ïðàâèì iäåàëîì;

â) äâîñòîðîííiì iäåàëîì êiëüöÿ.

39. Çàïèøiòü íà ãëîáàëüíîìó ðiâíi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi âêàçóþòü
íà òå, ùî äàíà ïiäìíîæèíà ¹

à) ëiâèì iäåàëîì;

á) ïðàâèì iäåàëîì;

â) äâîñòîðîííiì iäåàëîì êiëüöÿ.

73



Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî êiëüöÿ

40. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié òîãî, ùî ïiäìíîæèíà êiëüöÿ ¹ éîãî

à) ëiâèì iäåàëîì;

á) ïðàâèì iäåàëîì;

â) äâîñòîðîííiì iäåàëîì.

41. Íàâåäiòü ïðèêëàäè âëàñíèõ ëiâèõ iäåàëiâ, ïðàâèõ iäåàëiâ, äâî-
ñòîðîííiõ iäåàëiâ êiëüöÿ.

42. Ùî òàêå íóëüîâå ïiäêiëüöå, íóëüîâèé iäåàë êiëüöÿ?

43. Ñêiëüêè íóëiâ ìîæå ìàòè êiëüöå? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïîâiäü.

44. Ñêiëüêè îäèíèöü ìîæå ìàòè êiëüöå? Îá ðóíòóéòå âiäïîâiäü.

45. ×è êîæåí åëåìåíò êiëüöÿ ìà¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò? Îá ðóí-
òóéòå âiäïîâiäü.

46. ßê çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ âèäó a+x = b, y+a = b, äå a, b
� äîâiëüíi çàäàíi åëåìåíòè êiëüöÿ? Ñêiëüêè òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ìàþòü öi ðiâíÿííÿ? Âêàæiòü ¨õ âèãëÿä.

47. ßê ââîäèòüñÿ îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ â êiëüöi?

48. Îá ðóíòóéòå ðiâíîñòi −(−a) = a, −(a + b) = (−a) + (−b), äå
a, b � äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ.

49. Äîâåäiòü ðiâíîñòi 0a = a0 = 0, äå a � äîâiëüíèé åëåìåíò
êiëüöÿ, à 0 � éîãî íóëü.

50. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ â êiëüöi äèñòðèáóòèâíà âiä-
íîñíî âiäíiìàííÿ.

51. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ñêîðîòíà ÿê çëiâà, òàê i
ñïðàâà íà íåíóëüîâi åëåìåíòè îáëàñòi öiëiñíîñòi.

52. ßêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì îäíîãî êiëüöÿ
â iíøå êiëüöå?

53. Ùî òàêå åïiìîðôiçì êiëåöü?

54. ßêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì îäíîãî êiëüöÿ â
iíøå êiëüöå?
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55. Êîëè ãîâîðÿòü, ùî êiëüöÿ ìiæ ñîáîþ içîìîðôíi, òà ÿê ïîçíà-
÷àþòü içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ êiëüöÿ?

56. Ùî òàêå åíäîìîðôiçì êiëüöÿ?

57. Ùî òàêå àâòîìîðôiçì êiëüöÿ?

58. ×è ìîæíà ââàæàòè, ùî içîìîðôiçì êiëåöü ¹ ÷àñòèííèì âèïàä-
êîì ãîìîìîðôiçìó, åïiìîðôiçìó êiëåöü? Îá ðóíòóéòå ñâîþ
âiäïîâiäü.

59. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó, åïiìîðôiçìó êi-
ëåöü ¹ âiäíîøåííÿì êâàçiïîðÿäêó.

60. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ êiëüöÿìè ¹ âiä-
íîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

61. ßêèé ãîìîìîðôiçì êiëåöü íàçèâàþòü íóëüîâèì?

62. Ùî òàêå òîòîæíèé, îäèíè÷íèé àâòîìîðôiçì êiëüöÿ?

63. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ãîìîìîðôiçìó, åïiìîðôiçìó êiëåöü.

64. Íàâåäiòü ïðèêëàäè içîìîðôiçìó, àâòîìîðôiçìó êiëåöü.

65. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îáðàç f(K1) êiëüöÿ K1 = (K1; +1, ·1) ¹ ïiäêiëü-
öåì êiëüöÿ K2 = (K2; +2, ·2), ÿêùî f � ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ
K1 â êiëüöå K2. Äîñëiäiòü ïðè öüîìó, ÷è íóëü öüîãî ïiäêiëüöÿ
ñïiâïàäà¹ ç íóëåì êiëüöÿ K2.

66. Àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ äî ïîïåðåäíüîãî ç òi¹þ ëèøå ðiçíèöåþ,
ùî f � içîìîðôiçì êiëüöÿ K1 â êiëüöå K2.

67. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç çàäàíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí óòâîðþþòü êiëüöÿ
âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ÷èñåë:

à) 6Z = {6z | z ∈ Z};
á) Z[

√
5] = {k + l

√
5 | k, l ∈ Z};

â)

{
k

3l

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N ∪ {0}
}
;

ã) {4k|k ∈ Z};
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ä) Q[
√

5] = {a+ b
√

5 | a, b ∈ Q};
å) Z[ 3

√
2] = {m+ n 3

√
2|m,n ∈ Z};

¹) 3Z = {3z|z ∈ Z};

æ)

{
k

2l − 1

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N
}
;

ç)

{
k

2l

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N ∪
{

1

2

}}
;

è)

{
k

pl

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N ∪ {0} ∧ p−ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî

}
.

Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ñåðåä íèõ êiëüöÿ ç îäèíèöåþ. Âêàçàòè òàêi
ïàðè êiëåöü, ó ÿêèõ îäíå ç íèõ ¹ âëàñíèì ïiäêiëüöåì äðóãîãî
ç íèõ. ßêi ç íèõ ¹ îáëàñòÿìè öiëiñíîñòi?

68. Â àäèòèâíié ãðóïi (R; +) çàäàíà òàêà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ∗ :

a ∗ b df= a. Äîñëiäèòè, ÷è àëãåáðà (R; +, ∗) ¹ êiëüöåì. ßêi âîíà
ìà¹ îñîáëèâîñòi?

69. Âèÿñíèòè, ÷è ìíîæèíè Z[x], R[x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè i âiäïîâiäíî äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ êiëüöÿìè. ßêi
îñîáëèâîñòi ìàþòü âîíè?

70. * ßêèé âèãëÿä ìàþòü ïiäêiëüöÿ òà iäåàëè â êiëüöÿõ:
à) (Z; +, ·); á) (Z[x]; +, ·); â) (R[x]; +, ·)?

71. Íà ìíîæèíi Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} âñiõ îñòà÷ âiä äiëåííÿ öiëèõ
÷èñåë íà 6 çàäàíi îïåðàöi¨: ⊕ � äîäàâàííÿ i � � ìíîæåííÿ, äå
a⊕ b � öå îñòà÷à âiä äiëåííÿ a+ b íà 6, à a� b � öå îñòà÷à âiä
äiëåííÿ ab íà 6. Ñêëàäiòü òàáëèöi Êåëi äëÿ öèõ îïåðàöié òà
ïîêàæiòü, ùî â ðåçóëüòàòi àëãåáðà (Z6;⊕,�) ¹ êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì ç îäèíèöåþ. Ç'ÿñóéòå, ÷è ¹ âîíî îáëàñòþ öiëiñíîñòi.
Çíàéäiòü âñi éîãî ïiäêiëüöÿ òà iäåàëè.

72. Ç'ÿñóâàòè, ÷è çàäàþòü içîìîðôiçì âiäïîâiäíèõ ÷èñëîâèõ êi-
ëåöü òàêi âiäîáðàæåííÿ:

à) f : Z −→ Z[
√

3], äå f(k)
df
= −k;

á) f : Z[
√

2] −→ Z[
√

3], äå f(k + l
√

2)
df
= k + l

√
3;
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â) f : 4Z −→ 8Z, äå f(4k)
df
= 8k, k ∈ Z;

ã) f : 6Z −→ 3Z, äå f(6k)
df
= 3k, k ∈ Z.

73. Çàäàòè ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë íà êiëüöå:

à) (Z5;⊕;�) îñòà÷ âiä äiëåííÿ öiëèõ ÷èñåë íà 5;

á) (Z6;⊕;�) îñòà÷ âiä äiëåííÿ öiëèõ ÷èñåë íà 6.

74. Çàäàòè ãîìîìîðôiçì êiëüöÿ (Z[x]; +, ·) ìíîãî÷ëåíiâ ç öiëèìè
êîåôiöi¹íòàìè íà êiëüöå (Z; +, ·) öiëèõ ÷èñåë.

75. Äîâåñòè, ùî â êiëüöi ç n åëåìåíòiâ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸

n

= 0, äå a � äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ.

76. Íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a êiëüöÿ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
a2 = a. Äîâåñòè, ùî öå êiëüöå àíòèêîìóòàòèâíå.

77. Äîâåñòè, ùî â êîìóòàòèâíîìó êiëüöi âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:
aman = am+n, (am)n = amn, (ab)n = anbn, äå m,n ∈ N; a, b �
äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ.

78. Äîâåñòè, ùî â êîìóòàòèâíîìó êiëüöi âèêîíó¹òüñÿ ôîðìó-

ëà áiíîìà Íüþòîíà: (a + b)n =

n∑
k=0

Ckna
kbn−k, äå Ckn

df
=

n!

k! · (n− k)!
, n ∈ N; a, b � äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ.

79. Äîâåñòè, ùî àëãåáðà (Z;⊕, ∗) ç áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè a⊕ b df=
a+b+1, a∗b df= a+b+ab ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ.
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3.5 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

67. à), á), â), ä), ¹), æ), ç), è) � êiëüöÿ; ñåðåä íèõ
á), â), ä), æ), ç), è) � êiëüöÿ ç îäèíèöåþ 1; âñi íàâåäå-
íi ïðèêëàäè êiëåöü ¹ îáëàñòÿìè öiëiñíîñòi, ïiäêiëüöÿ: 6Z ⊂

⊂ 3Z ⊂
{
k

pl

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N ∪ {0} ∧ p � ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî

}
⊂

⊂
{

k

2l − 1

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N
}
⊂ Q[

√
5];

3Z ⊂
{
k

2l

∣∣∣k ∈ Z ∧ l ∈ N ∪
{

1

2

}}
; 3Z ⊂ Z[

√
5] ⊂ Q[

√
5].

68. Àëãåáðà (R; +, ∗) âîëîäi¹ âñiìà âëàñòèâîñòÿìè êiëüöÿ çà âè-
êëþ÷åíü ëiâî¨ äèñòðèáóòèâíîñòi ìíîæåííÿ ∗ âiäíîñíî äîäàâàííÿ
+.

69. Îáèäâi ìíîæèíè Z[x], R[x] âiäíîñíî âêàçàíèõ îïåðàöié ¹
êiëüöÿìè, ïðè÷îìó îáëàñòÿìè öiëiñíîñòi; Z[x] ⊂ R[x].

70. à) â êiëüöi (Z; +, ·) âñi ïiäêiëüöÿ òà iäåàëè ìàþòü âèãëÿä
ïiäìíîæèíè âèäó kZ, äå k ∈ Z.

71.

⊕ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

� 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Ç òàáëèöü áà÷èìî, ùî àëãåáðà (Z6;⊕,�) ¹ êîìóòàòèâíèì êiëü-
öåì ç îäèíèöåþ 1, ÿêå íå ¹ îáëàñòþ öiëiñíîñòi, îñêiëüêè ìiñòèòü
äiëüíèêè íóëÿ 0: 2 i 3, 3 i 4;
ïiäêiëüöå: {0};Z6; {0, 3}; {0, 2, 4};
iäåàëè: {0};Z6; {0, 3}; {0, 2, 4}.

72. Íi.
73.
à) f(5k + r) = r, äå k ∈ Z; r = 0, 1, 2, 3, 4;
á) f(6k + r) = r, äå k ∈ Z; r = 0, 1, 2, 3, 4, 5.
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74. f(p(x)) = p(0), äå f : Z[x]
df−→ Z � âiäîáðàæåííÿ Z[x] íà Z ,

p(x) ∈ Z[x] � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
75. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè áóäîâó ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè.
76. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü (a + b)2 = a + b, äå a, b �

äîâiëüíi åëåìåíòè iäåìïîòåíòíîãî êiëüöÿ.
77. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè àñîöiàòèâíiñòü òà êîìóòàòèâíiñòü

îïåðàöi¨ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ.
78. Âêàçiâêà. Ôîðìóëà áiíîìà Íüþòîíà äëÿ åëåìåíòiâ êiëüöÿ

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê âîíà äîâîäèòüñÿ äëÿ ÷èñåë â øêiëü-
íié àëãåáði.

79. Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ ñëiä âèêîðèñòàòè âiäïîâiäíi àêñi-
îìè êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ òà âëàñòèâîñòi äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë.
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4 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïîëÿ

1. Îçíà÷åííÿ ïîëÿ, ïiäïîëÿ; ïðèêëàäè.
2. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ïîëiâ.
3. Ïîíÿòòÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ïîëiâ.
4. Ïîíÿòòÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
5. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

4.1 Îçíà÷åííÿ ïîëÿ, ïiäïîëÿ; ïðèêëàäè

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, êiëü-
öÿ âîëîäiþòü äâîìà îñíîâíèìè îïåðàöiÿìè � äîäàâàííÿì i ìíî-
æåííÿì, ïðè÷îìó ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíå âiäíîñíî äîäàâàííÿ. À
îñêiëüêè âiäíîñíî äîäàâàííÿ êiëüöå ¹ àäèòèâíîþ ãðóïîþ, òî äî äi¨
äîäàâàííÿ ââîäèòüñÿ, ãîâîðÿòü, îáåðíåíà äiÿ � âiäíiìàííÿ, ÿêà âè-
ðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äîäàâàííÿ. Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ââåäåííÿ òà
äîñëiäæåííÿ êiëåöü, ó ÿêèõ ìîæíà áóëî áè ââåñòè äiþ, îáåðíåíó äî
äi¨ ìíîæåííÿ � ãîâîðÿòü, � äiþ äiëåííÿ, ÿêà î÷åâèäíî íå äëÿ âñÿ-
êîãî êiëüöÿ ìà¹ ìiñöå (ðîçãëÿíüòå õî÷à áè, íàïðèêëàä, êiëüöå öiëèõ
÷èñåë, â ÿêîìó íå äëÿ âñÿêèõ öiëèõ ÷èñåë âèêîíó¹òüñÿ äiëåííÿ). Â
ðåçóëüòàòi ìè ïðèõîäèìî äî ïîíÿòòÿ ïîëÿ, ÿêå âiäiãðà¹ íàäçâè÷àéíî
âàæëèâó ðîëü ÿê â ñàìié ìàòåìàòèöi, òàê i â ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Àëãåáðà P = (P ; +, ·) òèïó (2, 2) íàçèâà¹�
òüñÿ ïîëåì, ÿêùî ¨¨ îïåðàöi¨ ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi (ãîâîðÿòü,
àêñiîìè):

1. Aëãåáðà (P ; +) ¹ àäèòèâíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ç íåéòðàëüíèì
åëåìåíòîì � íóëåì 0 ∈ P .

2. Aëãåáðà (P \ {0}; ·) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ç
íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì � îäèíèöåþ e ∈ P \ {0}.

3. Oïåðàöiÿ ìíîæåííÿ · äèñòðèáóòèâíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäà�
âàííÿ +.

Áåçïåðå÷íî, ùî ïîëå ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì êiëüöÿ. Òîìó, îïèðà-
þ÷èñü íà îçíà÷åííÿ êiëüöÿ, äàìî òàêå ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííÿ ïîëÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ òàêå êîìóòàòèâíå
êiëüöå P = (P ; +; ·) ç îäèíèöåþ e ∈ P , âiäìiííîþ âiä íóëÿ 0 ∈ P
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öüîãî êiëüöÿ, ùî êîæåí éîãî íåíóëüîâèé åëåìåíò p ∈ P îáîðîòíèé
âiäíîñíî ìíîæåííÿ, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀p ∈ P \ {0})(∃p∗ ∈ P )(pp∗ = p∗p = e), (4.1.1)

äå åëåìåíò p∗ íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî åëåìåíòà p i ïîçíà÷àþòü

p−1, òîáòî p−1
df
= p∗.

Biäìiòèìî, ùî íóëü 0 ∈ P òà îäèíèöþ e ∈ P òàêîãî êîìóòàòèâ-
íîãî êiëüöÿ P íàçèâàþòü âiäïîâiäíî íóëåì i îäèíèöåþ ïîëÿ P,
ïðè÷îìó îáîâ'ÿçêîâî 0 6= 1. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî â ñèëó ââåäåíèõ
îçíà÷åíü íóëü 0 ∈ P � öå ¹äèíèé íåîáîðîòíèé åëåìåíò ïîëÿ P.

2. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ïiäïîëÿ ïîëÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Ïiäìíîæèíà H ⊂ P ïîëÿ P = (P ; +, ·) íàçè�
âà¹òüñÿ ïiäïîëåì öüîãî ïîëÿ P, ÿêùî àëãåáðà (H; +, ·) âiäíîñíî
öèõ ñàìèõ îïåðàöié +, · ¹ òåæ ïîëåì.

Çàóâàæèìî, ùî iíîäi ñàìå ïîëå mathcalP íàçèâà¹òüñÿ ðîç�
øèðåííÿì ñâîãî ïiäïîëÿ.

Âiäìiòèìî, ùî ÿê i ó âèïàäêó ïiäêiëüöÿ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé
êðèòåðié òîãî, ùîá ïiäìíîæèíà ïîëÿ áóëà éîãî ïiäïîëåì.

Òåîðåìà 4.1.1. ßêùî H ⊂ P � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïîëÿ
P = (P ; +; ·), ÿêà ìiñòèòü õî÷à áè äâà åëåìåíòè, òî H ¹ ïiäïîëåì
öüîãî ïîëÿ P òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè H çàìêíóòà âiäíîñíî äîäà�
âàííÿ i ìíîæåííÿ ïîëÿ, ç êîæíèì åëåìåíòîì h ∈ H ìiñòèòü
ïðîòèëåæíèé åëåìåíò −h, à ç êîæíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì
g ∈ H ìiñòèòü îáåðíåíèé åëåìåíò g−1, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ�
âiäíîøåííÿ

(∀g, h, q ∈ P )(g, h, q ∈ H ∧ q 6= 0→
→ g + h, gh,−h, q−1 ∈ H). (4.1.2)

Íà ìîâi ïiäìíîæèí i ãëîáàëüíèõ îïåðàöié öå ñïiââiäíîøåííÿ
(4.1.2) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi âêëþ÷åíü:

H +H ⊂ H;
HH ⊂ H;
−H ⊂ H;
H−1 ⊂ H,
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äå −H df
= {−h | h ∈ H}; H−1 df= {h−1|h ∈ H \ {0}}.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå ïîëå P = (P ; +, ·) ìiñòèòü òàêi òðèâi�
àëüíi ïiäïîëÿ, ÿê:

� îäèíè÷íå ïiäïîëå {0, e}, ÿêå ìiñòèòü ëèøå íóëü 0 i îäèíèöþ e
ïîëÿ P � öå

”
íàéìåíøå“ ïiäïîëå, îñêiëüêè âîíî ìiñòèòüñÿ â

áóäü-ÿêîìó ïiäïîëi äàíîãî ïîëÿ P;

� ïiäïîëå P � öå âñå ïîëå P, ÿêå, çðîçóìiëî, ¹
”
íàéáiëüøèì“

ïiäïîëåì, îñêiëüêè ìiñòèòü áóäü-ÿêå ïiäïîëå ïîëÿ P.

Bñi iíøi ïiäïîëÿ, ÿêi íå ¹ òðèâiàëüíèìè ïiäïîëÿìè äàíîãî ïîëÿ,
iíîäi íàçèâàþòü âëàñíèìè ïiäïîëÿìè ïîëÿ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìà¹ ìiñöå òåîðåìà ïðî ïåðåòèí ïiäïîëiâ äàíîãî
ïîëÿ, àíàëîãi÷íà òåîðåìi ïðî ïåðåòèí ïiäêiëåöü êiëüöÿ, à ñàìå:

Òåîðåìà 4.1.2. ßêùî (Hi)i∈I � ñiì'ÿ ïiäïîëiâ ïîëÿ P =

= (P ; +, ·), òî ïåðåòèí H =
⋂
i∈I
Hi âñiõ ïiäïîëiâ ç öi¹¨ ñiì'¨ òåæ ¹

ïiäïîëåì ïîëÿ P.

3. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè êîíêðåòíèõ ïîëiâ òà äåÿêèõ ¨õ
âëàñíèõ ïiäïîëiâ, íå âäàþ÷èñü â äåòàëüíå ¨õ äîñëiäæåííÿ.

1. Q = (Q; +, ·) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

2. Q[
√

3] = (Q[
√

3]; +, ·) � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë âèäó a + b
√

3, äå
a, b ∈ Q.

3. R = (R; +, ·) � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë.

4. Î÷åâèäíî, ùî Q � ïiäïîëå ïîëÿ Q[
√

3], à Q[
√

3] � ïiäïîëå
ïîëÿ R äiéñíèõ ÷èñåë. Âiäìiòèìî, ùî âñi òðè ïîëÿ Q, Q[

√
3],

R ¹ ïðèêëàäàìè òàê çâàíèõ ÷èñëîâèõ ïîëiâ, ÷iòêå îçíà÷åííÿ
ÿêèõ áóäå äàíî ïiçíiøå.

5. Z5 = ({0, 1, 2, 3, 4};⊕,�) � ïîëå îñòà÷ öiëèõ ÷èñåë ïðè äiëåí-
íi íà 5, äå äi¨ äîäàâàííÿ ⊕ òà ìíîæåííÿ � öèõ îñòà÷ çàäàíi
òàêèìè äâîìà òàáëèöÿìè Êåëi:
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⊕ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

� 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Ó öüîìó ïîëi íóëåì ¹ 0, îäèíèöåþ � 1, ïðîòèëåæíèìè åëå-
ìåíòàìè äî 0, 1, 2, 3, 4 ¹ âiäïîâiäíî 0, 4, 3, 2, 1, à îáåðíåíèìè
åëåìåíòàìè äî 1, 2, 3, 4 ¹ âiäïîâiäíî 1, 3, 2, 4.

4.2 Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ïîëiâ

1. Oñêiëüêè áóäü-ÿêå ïîëå ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäè�
íèöåþ, òî âñi âëàñòèâîñòi êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ìàþòü
ìiñöå i äëÿ ïîëÿ. À ñàìå � ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.2.1. ßêùî àëãåáðà P = (P ; +, ·) � ïîëå, òî

1. Íóëü 0 ∈ P ïîëÿ P ¹äèíèé.

2. Îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ + ñêîðîòíà:

(∀a, b, x ∈ P )(x+ a = x+ b→ a = b) � ëiâà ñêîðîòíiñòü;

(∀a, b, x ∈ P )(a+ x = b+ x→ a = b) � ïðàâà ñêîðîòíiñòü.

3. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ P ïîëÿ P iñíó¹ ¹äèíèé ïðîòèëå�
æíèé åëåìåíò −a ∈ P òàêèé, ùî (−a) + a = a+ (−a) = 0.

4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ P ïîëÿ P ðiâíÿííÿ a + x =
= b, y + a = b ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî íåâiäîìèõ
x, y òàêèé, ùî

x = y = b+ (−a) = (−a) + b.

5. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ P ïîëÿ P ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
−(−a) = a.
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6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ, a, b ∈ P ïîëÿ P ïðîòèëåæíèì
åëåìåíòîì −(a + b) äî ¨õ ñóìè (a + b) ¹ ñóìà (−a) + (−b)
âiäïîâiäíèõ ¨ì ïðîòèëåæíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî −(a + b) =
= (−a) + (−b).

7. Îäèíèöÿ e ∈ P ïîëÿ P ¹äèíà.

8. Íóëü 0 ∈ P ïîëÿ P ¹ ¹äèíèì ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì âiäíî�
ñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀a ∈ P )(0 · a = a · 0 = 0).

9. Ó ïîëi P âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ïðîòè�
ëåæíèìè åëåìåíòàìè:

(∀a, b ∈ P )((−a)b = a(−b) = −(ab) ∧ (−a)(−b) = ab).

10. Ó ïîëi P ìîæíà ââåñòè îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ − :

(∀a, b ∈ P )(a− b df= a+ (−b)),

òîáòî, ùîá âiä åëåìåíòà a ∈ P âiäíÿòè åëåìåíò b ∈ P ,
ïîòðiáíî äî öüîãî åëåìåíòà a äîäàòè ïðîòèëåæíèé äî b åëå�
ìåíò −b.

11. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ âiäíi�
ìàííÿ:

(∀a, b, c ∈ P )((a− b)c = ac− bc) � ïðàâà äèñòðèáóòèâíiñòü;

(∀a, b, c ∈ P )(c(a− b) = ca− cb) � ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü.

12. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ â ïîëi P ñêîðîòíà íà íåíóëüîâi åëåìåí�
òè, òîáòî

(∀a, b, x)(x 6= 0 ∧ xa = xb→ a = b) � ëiâà ñêîðîòíiñòü;

(∀a, b, x)(x 6= 0 ∧ ax = bx→ a = b) � ïðàâà ñêîðîòíiñòü.

13. Äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ P ïîëÿ P iñíó¹ ¹äè�
íèé îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 ∈ P òàêèé, ùî a−1a = aa−1 = e.
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14. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ P ïîëÿ P ðiâíÿííÿ ax = b,
ya = b, äå a 6= 0, ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî íåâiäîìèõ
x, y òàêèé, ùî

x = y = ba−1 = a−1b.

15. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ P ïîëÿ P ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü (a−1)−1 = a.

16. Äëÿ äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ P ïîëÿ P îáåð�
íåíèì åëåìåíòîì (ab)−1 äî ¨õ äîáóòêó ab ¹ äîáóòîê a−1b−1

âiäïîâiäíèõ ¨ì îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî (ab)−1 = a−1 ·b−1.

17. Ó ïîëi P ìîæíà ââåñòè îïåðàöiþ äiëåííÿ : íà íåíóëüîâi åëå�
ìåíòè:

(∀a, b ∈ P )(a 6= 0→ b : a
df
=
b

a
= ba−1 = a−1b).

Äîâåäåííÿ ïåðåëi÷åíèõ âëàñòèâîñòåé 1 � 17 â òåîðåìi âèïëè-
âà¹ ç âiäïîâiäíîãî äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé äëÿ ãðóïè
i êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ç îäèíèöåþ, âiäìi÷åíèõ ðàíiøå.

2. Oñêiëüêè ïîëå ìà¹ ðÿä íîâèõ àêñiîì ó ïîðiâíÿííi ç àêñiî-
ìàìè êiëüöÿ (äèâ. îçíà÷åííÿ ïîëÿ, ñòîðiíêà 80), òî äëÿ ïîëÿ ìàþòü
ìiñöå ðÿä íîâèõ âëàñòèâîñòåé ó ïîðiâíÿííi ç âëàñòèâîñòÿìè êiëüöÿ.
Äåÿêi ç íàéïðîñòiøèõ íîâèõ âëàñòèâîñòåé âiäìiòèìî â íàñòóïíié
òåîðåìi.

Òåîðåìà 4.2.2. ßêùî P = (P ; +, ·) � ïîëå, òî âîíî íå ìà¹ äiëü�
íèêiâ íóëÿ i äëÿ áóäü-ÿêèõ éîãî åëåìåíòiâ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

1.
a

b
· c
d

=
ac

bd
;

2.
a

b
± c

d
=
ad± bc
bd

;

3. (−b)−1 = −(b−1);

4.
−a
b

=
a

−b
= −a

b
;

5.
a

b
=
c

d
⇔ ad = bc;

6.

(
b

d

)−1
=
d

b
;

7.
ad

bd
=
a

b
;

8. ab = e⇒ (a 6= 0 ∧ b = a−1),
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äå a, b, c, d ∈ P � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ P, ïðè÷îìó b, d 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = (P ; +, ·) � ïîëå. Ïîêàæåìî, ùî âîíî
íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ éîãî åëåìåíòiâ a, b ∈ P
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

a, b 6= 0⇒ ab 6= 0. (4.2.1)

Íåõàé a, b 6= 0, i ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå òîìó, ùî ab 6= 0, òîáòî
ab = 0. Oñêiëüêè a 6= 0, òî iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 ∈ P äî
åëåìåíòà a ∈ P . Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi ab = 0 çëiâà
íà a−1, â ðåçóëüòàòi ÷îãî ìàòèìåìî:

a−1 · (ab) = a−1 · 0;
(a−1a)b = 0;
eb = 0;
b = 0.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü b = 0 ïðîòèði÷èòü òîìó, ùî b ∈ P � íåíóëüî-
âèé åëåìåíò ïîëÿ P. Òîìó ïðèïóùåííÿ ab = 0 íåâiðíå, i, îòæå, ìà¹
ìiñöå íåðiâíiñòü ab 6= 0. Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.1) âèêî-
íó¹òüñÿ. Äîâåäåìî òåïåð ðiâíîñòi 1 � 4. Âèêîðèñòàâøè âëàñòèâîñòi,
âiäìi÷åíi â ïîïåðåäíié òåîðåìi 4.2.1, i àêñiîìè ïîëÿ, ìàòèìåìî:

1.
a

b
· c
d

= (ab−1) · (cd−1) = (ac)(b−1d−1) = (ac)(bd)−1 =
ac

bd
.

2.
a

b
± c

d
= (ab−1) ± (cd−1) = a(dd−1)b−1 ± (bb−1)(cd−1) =

= (ad)(b−1d−1) ± (bc)(b−1d−1) = (ad ± bc)(b−1d−1) = (ad ±

± bc)(bd)−1 =
ad± bc
bd

.

3. b−1 + (−b)−1 = e(b−1) + e(−b−1) = (eb−1) + (−(eb−1)) = 0, ùî
âêàçó¹ íà òå, ùî åëåìåíò (−b)−1 ¹ ïðîòèëåæíèì äî åëåìåíòà
(b−1), òîáòî (−b)−1 = −(b−1), ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

4.
−a
b

= (−a)b−1 = −(ab−1) = −a
b
; àíàëîãi÷íî

a

−b
= a(−b)−1 =

= a(−(b−1)) = −(ab−1) = −a
b
, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Àíàëîãi÷íî äîâîäÿòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ 5 � 8 (äîâåäåííÿ ïðîâå-
äiòü ñàìîñòiéíî) �
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4.3 Ïîíÿòòÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ïîëiâ

1. Îçíà÷åííÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ïîëiâ ïîâíiñòþ
àíàëîãi÷íå âiäïîâiäíèì îçíà÷åííÿì, ùî áóëè ââåäåíi äëÿ êiëåöü.

Íåõàé P1 = (P1; +1, ·1), P2 = (P2; +2, ·2) � ïîëÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.1. Âiäîáðàæåííÿ f : P1
â (íà)−→ P2 íàçèâà¹òüñÿ

ãîìîìîðôiçìîì ïîëÿ P1 â (íà) ïîëå P2, ÿêùî öå âiäîáðàæåííÿ
f

”
óçãîäæó¹òüñÿ“ ç âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè +1, ·1 â P1 i +2,

·2 â P2, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g, h ∈ P1 âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi

f(g +1 h) = f(g) +2 f(h);
f(g ·1 h) = f(g) ·2 f(h),

àáî ìîâîþ îáðàçiâ åëåìåíòiâ � îáðàç f(g +1 h) ñóìè g +1 h åëå�
ìåíòiâ g, h ∈ P1 ïîëÿ P1 äîðiâíþ¹ ñóìi f(g) +2 f(h) îáðàçiâ
f(g), f(h) ∈ P2 ç ïîëÿ P2 öèõ åëåìåíòiâ g, h ∈ P1, à îáðàç f(g ·1 h)
¨õ äîáóòêó g ·1 h ðiâíèé äîáóòêó f(g) ·2 f(h) ¨õ îáðàçiâ f(g), f(h) ç
ïîëÿ P2.

Iíîäi ãîìîìîðôiçì ïîëÿ P1 íà ïîëå P2 íàçèâàþòü åïiìîðôi�
çìîì P1 íà P2.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Ãîìîìîðôiçì f ïîëÿ P1 â (íà) ïîëå P2 íà�
çèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì P1 â(íà) P2, ÿêùî f ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà�
÷íèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè P1 â (íà) ìíîæèíó P2; ó òîìó
âèïàäêó, êîëè f � ái¹êöiÿ ìiæ P1 i P2, ïîëÿ P1 i P2 íàçèâàþòüñÿ
içîìîðôíèìè ìiæ ñîáîþ, à ¨õ içîìîðôiçì ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì
∼=, òîáòî P1

∼= P2.

Âiäìiòèìî, ùî ãîìîìîðôiçì ïîëÿ â ñåáå iíîäi íàçèâàþòü åíäî�
ìîðôiçìîì ïîëÿ, à içîìîðôiçì ïîëÿ íà ñåáå íàçèâàþòü àâòîìîð�
ôiçìîì ïîëÿ.

2. ßê i ó âèïàäêó ïiâãðóï, ãðóï, êiëåöü, äëÿ ïîëiâ âiäíî-
øåííÿ ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ìàþòü àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi, à
ñàìå:

1. Âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ìiæ ïîëÿìè ¹ âiäíîøåííÿì êâàçi�
ïîðÿäêó.
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2. Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ ïîëÿìè ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâà�
ëåíòíîñòi.

3. Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ ïîëÿìè ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì
âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ìiæ íèìè.

4. Åíäîìîðôiçì, åïiìîðôiçì ïîëiâ ¹ ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè ãî�
ìîìîðôiçìó ïîëiâ, à àâòîìîðôiçì ïîëÿ � ÷àñòèííèì âèïàä�
êîì içîìîðôiçìó ïîëiâ.

5. ßêùî f � ãîìîìîðôiçì ïîëÿ P1 = (P1; +1, ·1) â ïîëå P2 =

= (P2; +2, ·2), òî îáðàç f(P1)
df
= {f(a)|a ∈ P1} ⊂ P2 ïîëÿ

P1 âiäíîñíî öüîãî ãîìîìîðôiçìó f ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ P2 òà�
êèì, ùî îáðàç f(01) íóëÿ 01 ïîëÿ P1 ¹ íóëåì â f(P1), îáðàç
f(e1) îäèíèöi e1 ïîëÿ P1 ¹ îäèíèöåþ â f(P1), îáðàç f(−a)
ïðîòèëåæíîãî åëåìåíòà −a ∈ P1 äî åëåìåíòà a ∈ P1 ¹
ïðîòèëåæíèì åëåìåíòîì äî îáðàçà f(a) åëåìåíòà a ∈ P1,
i îáðàç f(a−1) îáåðíåíîãî åëåìåíòà a−1 ∈ P1 äî åëåìåíòà
a ∈ P1 ¹ îáåðíåíèì åëåìåíòîì äî îáðàçà f(a) åëåìåíòà
a ∈ P1, òîáòî äëÿ ðiâíîñòåé a +1 (−a) = (−1a) +1 a = 01,
a · a−1 = a−1 ·1 a = e1 ìàòèìóòü ìiñöå âiäïîâiäíi ðiâíîñòi
f(a)+2f(−a) = f(−a)+2f(a) = f(01), f(a)·2f(a−1) = f(a−1)·2
f(a) = f(e1), ïðè÷îìó f(01) +2 f(a) = f(a) +2 f(01) = f(a),
f(e1) ·2 f(a) = f(a) ·2 f(e1) = f(a).

3. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó
ïîëiâ.

1. Âiäîáðàæåííÿ f , çàäàíå ðiâíiñòþ f(a) = −a, ¹ î÷åâèäíî àâòî-
ìîðôiçìîì äîâiëüíîãî ïîëÿ.

2. Âiäîáðàæåííÿ f , çàäàíå ðiâíîñòÿìè f(0) = 0, f(a) = e, ÿêùî
a 6= 0, äå 0, e ¹ âiäïîâiäíî íóëåì òà îäèíèöåþ äîâiëüíîãî ïîëÿ P, a�
íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ P, ëåãêî áà÷èòè, ¹ åíäîìîðôiçìîì öüîãî
ïîëÿ P, àáî æ ¹ ãîìîìîðôiçìîì öüîãî ïîëÿ P â äîâiëüíå ïîëå P1,
ÿêùî f(0) = 01, f(a) = e1, äå 01, e1 ¹ âiäïîâiäíî íóëåì òà îäèíèöåþ
ïîëÿ P1, a � íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ P.

Âiäìiòèìî, ùî ç iíøèìè ïðèêëàäàìè ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôi-
çìó ïîëiâ ïîçíàéîìèìîñÿ ïiçíiøå, ïî ìiði ðîçøèðåííÿ àëãåáðà¨÷íî-
ãî êðóãîçîðó òà íàêîïè÷åííÿ íåîáõiäíèõ òåîðåòè÷íèõ òà ïðàêòè-
÷íèõ àëãåáðà¨÷íèõ ôàêòiâ.
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4.4 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ßêà àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì?

2. ßêèé òèï ìà¹ ïîëå?

3. ×îìó ïîëå ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì êiëüöÿ?

4. Ùî òàêå íóëü ïîëÿ?

5. Ùî òàêå îäèíèöÿ ïîëÿ?

6. Ïîÿñíèòè, ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìîæå ìàòè ïîëå.

7. Ñêiëüêè îäèíèöü ìà¹ ïîëå? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïîâiäü.

8. Ñêiëüêè íóëiâ ìà¹ ïîëå? Ïîÿñíiòü ñâîþ âiäïîâiäü.

9. Ùî òàêå ïiäïîëå ïîëÿ?

10. ßêi òðèâiàëüíi ïiäïîëÿ ïîëÿ Âè çíà¹òå?

11. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïîëiâ.

12. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïîëiâ, ÿêi ìiñòÿòü ëèøå òðèâiàëüíi ïîëÿ.

13. Ùî òàêå âëàñíå ïiäïîëå ïîëÿ?

14. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïîëiâ, ÿêi ìàþòü âëàñíi ïiäïîëÿ.

15. Ñôîðìóëþéòå êðèòåðié òîãî, ùî ïiäìíîæèíà ïîëÿ ¹ éîãî ïiä-
ïîëåì.

16. ×è çàâæäè ïåðåòèí ñiì'¨ ïiäïîëiâ ïîëÿ ¹ éîãî ïiäïîëåì? Îá-
 ðóíòóéòå ñâîþ âiäïîâiäü.

17. Ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿ¹ íàéáiëüøå ïiäïîëå, ÿêå ìiñòèòüñÿ â
óñiõ ïiäïîëÿõ äàíî¨ ñiì'¨ ïiäïîëiâ ïîëÿ?

18. ×è ìîæå ïåðåòèí âñiõ ïiäïîëiâ äàíîãî ïîëÿ áóòè ïîðîæíiì?
Îá ðóíòóéòå ñâîþ âiäïîâiäü i âêàæiòü öåé ïåðåòèí.

19. Çàïèøiòü íà åëåìåíòàðíîìó ðiâíi ñïiââiäíîøåííÿ òîãî, ùî äà-
íà ïiäìíîæèíà ïîëÿ ¹ éîãî ïiäïîëåì.
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20. Çàïèøiòü íà ãëîáàëüíîìó ðiâíi ñïiââiäíîøåííÿ òîãî, ùî äàíà
ïiäìíîæèíà ïîëÿ ¹ éîãî ïiäïîëåì.

21. Íåõàé ïîëå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê êiëüöÿ. ßêèé
âèãëÿä ìàòèìóòü â òàêîìó êiëüöi îäíîñòîðîííi iäåàëè, äâîñòî-
ðîííi iäåàëè?

22. ßêå ïiäïîëå ïîëÿ íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì? Êîëè âîíî ñïiâïà-
äà¹ ç ñàìèì ïîëåì?

23. Ùî òàêå ïðîòèëåæíèé åëåìåíò äî äàíîãî åëåìåíòà ïîëÿ?

24. ×è êîæåí åëåìåíò ïîëÿ ìà¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò?

25. ßê çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü âèäó x+a = b, a+y = b, äå a, b �
äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ? Âêàæiòü ¨õ âèãëÿä. ×è ñïiâïàäàþòü
âîíè äëÿ îáîõ öèõ ðiâíÿíü?

26. Ñêiëüêè ïðîòèëåæíèõ åëåìåíòiâ ìà¹ áóäü-ÿêèé åëåìåíò ïîëÿ?

27. ßê ââîäèòüñÿ îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ â ïîëi?

28. Îá ðóíòóéòå ðiâíîñòi −(a + b) = (−a) + (−b), −(−a) = a, äå
a, b � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ.

29. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ â ïîëi ñêîðîòíà.

30. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ â ïîëi äèñòðèáóòèâíà âiäíî-
ñíî âiäíiìàííÿ.

31. Äîâåäiòü, ùî íóëü 0 ïîëÿ ¹ ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì âiäíîñíî
ìíîæåííÿ, òîáòî 0a = a0 = 0 äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ïîëÿ.

32. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ â ïîëi ñêîðîòíà íà íåíóëüîâi
åëåìåíòè. ×îìó íå ìîæíà ñêîðî÷óâàòè íà íóëü ïðè ìíîæåííi?

33. Äîâåñòè, ùî â ïîëi âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ïðî-
òèëåæíèìè åëåìåíòàìè:

(−a)b = a(−b) = −(ab); (−a)(−b) = ab,

äå a, b � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ.
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34. Ùî òàêå îáîðîòíèé åëåìåíò, îáåðíåíèé åëåìåíò ïîëÿ?

35. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ïîëÿ iñíó¹
¹äèíèé îáåðíåíèé åëåìåíò?

36. Ïîÿñíèòè, ÷îìó äëÿ íóëÿ ïîëÿ íå iñíó¹ îáåðíåíîãî åëåìåíòà.

37. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ P ïîëÿ
P âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (a−1)−1 = a.

38. Ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ i ÿêèé ¨õ âèãëÿä ìàþòü ðiâíÿííÿ ax = b,
ya = b, äå a � íåíóëüîâèé, b � äîâiëüíèé ôiêñîâàíi åëåìåíòè
ïîëÿ?

39. ßêèì ¹ îáåðíåíèé åëåìåíò äî äîáóòêó ab åëåìåíòiâ a, b ïîëÿ?

40. ßê ââîäèòüñÿ îïåðàöiÿ äiëåííÿ â ïîëi? ×è äëÿ áóäü-ÿêèõ åëå-
ìåíòiâ âîíà âèçíà÷åíà?

41. Ïîÿñíiòü, ÷îìó ïîëå íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ.

42. Îá÷èñëiòü äîáóòîê
a

b
· c
d
, äå a, b, c, d � åëåìåíòè ïîëÿ. ×è áóäü-

ÿêèìè òóò ìîæóòü áóòè öi åëåìåíòè?

43. Äîâåäiòü ðiâíiñòü
a

b
± c
d

=
ad± bc
bd

äå a, b, c, d � åëåìåíòè ïîëÿ,

ïðè÷îìó b, d � íåíóëüîâi åëåìåíòè.

44. Äîâåäiòü ðiâíiñòü (−b)−1 = −(b−1), äå b � äîâiëüíèé íåíóëüî-
âèé åëåìåíò ïîëÿ.

45. Äîâåäiòü ðiâíîñòi
−a
b

=
a

−b
= −a

b
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

a, b ïîëÿ, äå b � íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ.

46. Ùî òàêå ãîìîìîðôiçì îäíîãî ïîëÿ â (íà) iíøå ïîëå?

47. ßêèé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ åïiìîðôiçìîì?

48. Ùî òàêå åíäîìîðôiçì ïîëÿ?

49. Ùî òàêå içîìîðôiçì îäíîãî ïîëÿ â (íà) iíøå ïîëå?

50. Ùî òàêå àâòîìîðôiçì ïîëÿ?
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51. Êîëè ãîâîðÿòü, ùî ïîëÿ ìiæ ñîáîþ içîìîðôíi, òà ÿê ïîçíà÷à-
¹òüñÿ içîìîðôiçì ìiæ íèìè?

52. ×èì ìîæíà ââàæàòè, ùî içîìîðôiçì ïîëiâ ¹ ÷àñòèííèì âèïàä-
êîì ¨õ ãîìîìîðôiçìó, åïiìîðôiçìó? Îá ðóíòóéòå ñâîþ âiäïî-
âiäü.

53. ×è ìîæíà ââàæàòè, ùî àâòîìîðôiçì ïîëÿ ¹ ÷àñòèííèì âèïàä-
êîì éîãî åíäîìîðôiçìó? Îá ðóíòóéòå ñâîþ âiäïîâiäü.

54. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ ãîìîìîðôiçìó ïîëiâ, åïiìîðôiçìó
ïîëiâ ¹ âiäíîøåííÿìè êâàçiïîðÿäêó.

55. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ìiæ ïîëÿìè ¹ âiäíî-
øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

56. Ùî òàêå òîòîæíèé, îäèíè÷íèé àâòîìîðôiçì ïîëÿ?

57. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ãîìîìîðôiçìó, içîìîðôiçìó ïîëiâ.

58. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îáðàç f(P1) ïîëÿ P1 = (P1; +1, ·1) ¹ ïiäïîëeì
ïîëÿ P2 = (P2; +2, ·2), äå f � ãîìîìîðôiçì ïîëÿ P1 â ïîëå P2.
Âèÿñíiòü, â ùî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íóëü 01 i îäèíèöÿ e1 ïîëÿ P1;
÷è çàâæäè âîíè ñïiâïàäàþòü ç íóëåì 02 i îäèíèöåþ e2 ïîëÿ
P2.

59. Àíàëîãi÷íà âïðàâà äî ïîïåðåäíüî¨ ç òi¹þ ëèøå ðiçíèöåþ, ùî
f � içîìîðôiçì ïîëÿ P1 â ïîëå P2.

60. Äîâåäiòü ñïiââiäíîøåííÿ
(a
b

=
c

d
⇔ ad = bc

)
äå a, b, c, d � äî-

âiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ, ïðè÷îìó b, d � íåíóëüîâi åëåìåíòè.

61. Äîâåäiòü ðiâíiñòü
ad

bd
=
a

b
, äå a, b, d � áóäü-ÿêi åëåìåíòè ïîëÿ,

ïðè÷îìó b, d � íåíóëüîâi åëåìåíòè.

62. Ïîêàæiòü, ùî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (ab = e ⇒ a 6= 0 ∧
∧ b = a−1) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ïîëÿ, â ÿêîìó 0 �
íóëü, à e � îäèíèöÿ öüîãî ïîëÿ.

63. Äëÿ ÿêèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(
b

d

)−1
=
d

b
?

Äîâåäiòü ¨¨.

92



Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè

64. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí óòâîðþþòü ïîëå
âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ:

à) N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

á) Q[
√

5]
df
= {a + b

√
5|a, b ∈ Q} � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë

âèäó a+ b
√

5, äå a, b � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà;

â) Q[3]
df
= {a+3b|a, b ∈ Q} � ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

âèäó a+ 3b, äå a, b � ðàöiîíàëüíi ÷èñëà;

ã) Q∗ =

{
m

2n+ 1

∣∣∣m ∈ Z, n ∈ N
}
� ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ

äðîáiâ âèäó
m

2n+ 1
, äå m ∈ Z, n ∈ N, ç íåïàðíèìè çíàìåííè-

êàìè;

ä) Q[ 3
√

2, 3
√

4]
df
= {a + b 3

√
2 + c 3

√
4|a, b, c ∈ Q} � ìíîæèíà âñiõ

ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âèäó a+ b 3
√

2 + c 3
√

4, äå a, b � ðàöiîíàëüíi
÷èñëà;

å) Q � ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

65. Äîñëiäèòè, ÿêi ç ïîëiâ âïðàâè 64 ¹ âëàñíèìè ïiäïîëÿìè iíøèõ
ç öèõ ïîëiâ.

66. Çíàéäiòü âñi ïiäïîëÿ ïîëÿ (Q[
√

2]; +, ·).

67. Äîñëiäèòè, ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n êiëüöå Zn ¹ ïîëåì, äå Zn
� êiëüöå âñiõ îñòà÷ öiëèõ ÷èñåë ïðè ¨õ äiëåííi íà n âiäíîñíî
äié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ öèõ îñòà÷.

68. Ç'ÿñóâàòè, ÷è äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ìíîæèíà Q[
√
n] âiä-

íîñíî äié äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ¹ ïîëåì.

69. Çíàéòè âñi ïiäïîëÿ ïîëÿ (Q; +, ·) âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

70. Â ìíîæèíi R× R âñiõ ïàð äiéñíèõ ÷èñåë çàäàíi îïåðàöi¨:

(a; b)⊕ (c; d)
df
= (a+ c; b+ d);

(a; b)� (c; d)
df
= (ac; ad+ bc);

(a; b) ◦ (c; d)
df
= (ac+ bd; ad+ bc).
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Àëãåáðà (R × R;⊕,�) íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ äóàëüíèõ ÷è�
ñåë, à àëãåáðà (R× R;⊕, ◦) � àëãåáðîþ ïîäâiéíèõ ÷èñåë.
Äîñëiäèòè, ÷è öi àëãåáðè ¹ ïîëÿìè.

71. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ïîëÿ (Q[
√
n]; +, ·) â ñåáå, çàäàíå

ðiâíiñòþ f(a + b
√
n)

df
= a − b

√
n, äå a, b ∈ Q, ¹ àâòîìîðôiçìîì

öüîãî ïîëÿ.

72. Äîâåñòè, ùî àëãåáðà (Q×Q; +, ·), íà ÿêié çàäàíî îïåðàöi¨ äî-
äàâàííÿ + i ìíîæåííÿ · ðiâíîñòÿìè

(a; b) + (c; d)
df
= (a+ c; b+ d);

(a; b) · (c; d)
df
= (ac+ 2bd; ad+ bc),

¹ ïîëåì.

73. Äîñëiäèòè, ÷è áiåêöiÿ f ìiæ ìíîæèíàìè Q[
√

2] i Q[
√

3], çàäàíà

ðiâíiñòþ f(a+b
√

2)
df
= a+b

√
3, äå a, b ∈ Q, ¹ içîìîðôiçìîì ìiæ

ïîëÿìè (Q[
√

2]; +, ·) i (Q[
√

3]; +, ·).

74. Äîñëiäèòè, ÷è ái¹êöiÿ f ìiæ ìíîæèíàìè Q[k] i Q[l], çàäàíà

ðiâíiñòüþ f(a+bk)
df
= a+bl, äå a, b ∈ Q; k, l ∈ N, ¹ içîìîðôiçìîì

ìiæ ïîëÿìè (Q[k]; +, ·) i (Q[l]; +, ·).

75. Çàäàòè içîìîðôiçì f ïîëÿ (R; +, ·) äiéñíèõ ÷èñåë â àëãåáðó

à) (R× R;⊕,�) äóàëüíèõ ÷èñåë;

á) (R× R;⊕, ◦) ïîäâiéíèõ ÷èñåë.
Âêàæiòü âiäïîâiäíi îáðàçè öüîãî ïîëÿ (R; +, ·) âiäíîñíî çíà-
éäåíîãî içîìîðôiçìó f ó âêàçàíó àëãåáðó.

76. Íåõàé â àëãåáði Qk = (Q; +, ∗) îïåðàöiÿ + � öå çâè÷àéíå
äîäàâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, a îïåðàöiÿ ∗ çàäàíà ðiâíiñòþ

a ∗ b df= kab, äå k ∈ N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, a, b ∈ Q.
Äîñëiäèòè, ïðè ÿêèõ k öÿ àëãåáðà ¹ ïîëåì, òà ç'ÿñóâàòè, ÷è
içîìîðôíà âîíà ïðè òàêèõ k ïîëþ (Q; +, ·) ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë.
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4.5 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

64. á), â), ä), å).
65. Q[3] = Q ⊂ Q[

√
5]; Q ⊂ Q[ 3

√
2, 3
√

4].
66. {0, 1} ⊂ Q ⊂ Q[

√
2].

67. n ∈ N � ïðîñòå ÷èñëî.
68. Òàê.
69. Q.
70. Âêàçiâêà. Ââåäåíi àëãåáðè ¹ ïîëÿìè; äëÿ ïåðåâiðêè ñëiä

ïåðåêîíàòèñÿ ó âèêîíàííi äëÿ íèõ àêñiîì ïîëÿ.
71. Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòàòè îçíà÷åííÿ àâòîìîð-

ôiçìó ïîëÿ.
72. Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ

àêñiîì ïîëÿ.
73. Íi, âêàçàíà ái¹êöiÿ íå ¹ içîìîðôiçìîì, îñêiëüêè íå âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü f(xy) = f(x) · f(y), äå x, y ∈ Q[
√

2], à f(x), f(y) ∈
Q[
√

3].
74. Âêàçàíà ái¹êöiÿ f ¹ içîìîðôiçìîì, ÿêùî k = l, äå k, l ∈ N,

òîáòî ÿêùî f ¹ òîòîæíié àâòîìîðôiçì.
75.
à) f(x) = (x, 0); f(R) = R× 0;
á) f(x) = (0, x); f(R) = 0×R, äå x ∈ R � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî.
76. Àëãåáðà Qk ¹ ïîëåì äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N, içî-

ìîðôíèì ïîëþ (Q; +; ·) ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë; içîìîðôiçì fk ìîæíà
çàäàòè ðiâíiñòþ fk(a) = ka äå a ∈ Q � äîâiëüíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî,
à k ∈ N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
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5 Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî áóëüîâi àëãå�

áðè

1. Îçíà÷åííÿ áóëüîâî¨ àëãåáðè; ðåãóëÿðíi òà íåðåãóëÿðíi áóëüîâi
àëãåáðè.

2. Ïðèêëàäè áóëüîâèõ àëãåáð.
3. Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi äëÿ áóëüîâèõ àëãåáð òà éîãî ðîëü.
4. Äåÿêi òåõíi÷íi çàñòîñóâàííÿ áóëüîâî¨ àëãåáðè.
5. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
6. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

5.1 Îçíà÷åííÿ áóëüîâî¨ àëãåáðè; ðåãóëÿðíi òà íå�

ðåãóëÿðíi áóëüîâi àëãåáðè

1. Îäíèì iç âàæëèâèõ ïðèêëàäiâ êîíêðåòíèõ àëãåáð ¹ òàê çâàíi
áóëüîâi àëãåáðè, ÿêi ìàþòü øèðîêi ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ ÿê
â ñàìié ìàòåìàòèöi, òàê i â ïðèêëàäíèõ íàóêàõ (íàïðèêëàä, â òåîði¨
ðåëåéíî-êîíòàêòíèõ ñõåì).

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Àëãåáðà B = (B;⊕,�, ′, 0, 1) òèïó
(2, 2, 1, 0, 0) íàçèâà¹òüñÿ áóëüîâîþ, ÿêùî âiäìi÷åíi â íié îïåðàöi¨
çàäîâîëüíÿþòü òàêèì âëàñòèâîñòÿì (àêñiîìàì):

(∀a ∈ B)(a⊕ a = a)

� iäåìïîòåíòíiñòü îïåðàöi¨ ⊕; (5.1.1)

(∀a ∈ B)(a� a = a)

� iäåìïîòåíòíiñòü îïåðàöi¨ �; (5.1.2)

(∀a, b ∈ B)(a⊕ b = b⊕ a)

� êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ ⊕; (5.1.3)

(∀a, b ∈ B)(a� b = b� a)

� êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ �; (5.1.4)

(∀a, b, c ∈ B)((a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c))
� àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ ⊕; (5.1.5)
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(∀a, b, c ∈ B)((a� b)� c = a� (b� c))
� àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ �; (5.1.6)

(∀a, b, c ∈ B)((a⊕ b)� c = (a� c)⊕ (b� c))
� äèñòðèáóòèâíiñòü îïåðàöi¨ �

âiäíîñíî îïåðàöi¨ ⊕; (5.1.7)

(∀a, b, c ∈ B)((a� b)⊕ c = (a⊕ c)� (b⊕ c))
� äèñòðèáóòèâíiñòü îïåðàöi¨ ⊕

âiäíîñíî îïåðàöi¨ �; (5.1.8)

(∀a ∈ B)(a⊕ 0 = a),

0 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ⊕; (5.1.9)

(∀a ∈ B)(a� 1 = a),

1 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ �; (5.1.10)

(∀a ∈ B)(a⊕ 1 = 1),

1 � ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ⊕; (5.1.11)

(∀a ∈ B)(a� 0 = 0),

0 � ïîãëèíàþ÷èé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ �; (5.1.12)

(∀a ∈ B)((a′)′) = a; (5.1.13)

0′ = 1; (5.1.14)

1′ = 0; (5.1.15)

(∀a, b ∈ B)((a⊕ b)′ = a′ � b′) � çàêîí äå Ìîðãàíà; (5.1.16)

(∀a, b ∈ B)((a� b)′ = a′ ⊕ b′) � çàêîí äå Ìîðãàíà. (5.1.17)

2. Íàçâà äàíî¨ àëãåáðè ïîâ'ÿçàíà ç ïðiçâèùåì àíãëiéñüêîãî
ìàòåìàòèêà Äæîðäæà Áóëÿ (1815 � 1864 ð.ð.) � îñíîâîïîëîæíèêà
ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, ÿêèé âïåðøå çðîáèâ ñïðîáó ïîáóäóâàòè ìàòå-
ìàòè÷íó ëîãiêó ó âèãëÿäi ïåâíî¨ àëãåáðè.

Â íàâåäåíîìó îçíà÷åííi áóëüîâî¨ àëãåáðè áiíàðíi îïåðàöi¨ ⊕,�
÷àñòî íàçèâàþòü áóëüîâèì äîäàâàííÿì i âiäïîâiäíî áóëüîâèì
ìíîæåííÿì, à óíàðíó îïåðàöiþ ′ � áóëüîâèì äîïîâíåííÿì.
Êðiì òîãî, â öié áóëüîâié àëãåáði B ââåäåíî äâi íóëü-àðíi îïåðà-
öi¨ � âèäiëåíî åëåìåíòè 0 i 1, ÿêi íàçèâàþòü áóëüîâèì íóëåì i
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Ìàë. 1.2. Äæîðäæ Áóëü (1815 � 1864 ðîêè)

âiäïîâiäíî áóëüîâîþ îäèíèöåþ áóëüîâî¨ àëãåáðè B.

3. Âñi áóëüîâi àëãåáðè äiëÿòüñÿ íà äâà êëàñè � ðåãóëÿðíi
áóëüîâi àëãåáðè i íåðåãóëÿðíi áóëüîâi àëãåáðè. Ââåäåìî ¨õ
îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.1.2. Áóëüîâà àëãåáðà B, ùî íàâåäåíà â îçíà÷åííi
5.1.1, íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî ¨¨ îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü,
êðiì âêàçàíèõ àêñiîì 5.1.1 � 5.1.17, äîäàòêîâî àêñiîìàì

(∀a ∈ B)(a⊕ a′ = 1); (5.1.18)

(∀a ∈ B)(a� a′ = 0); (5.1.19)

i íàçèâà¹òüñÿ íåðåãóëÿðíîþ, ÿêùî ¨¨ îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü
àêñiîìàì 5.1.1 � 5.1.17, àëå íå çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìàì 5.1.18,
5.1.19.

Íàâåäåíi íèæ÷å ïðèêëàäè iëþñòðóþòü iñíóâàííÿ êîíêðåòíèõ ÿê
ðåãóëÿðíèõ áóëüîâèõ àëãåáð, òàê i íåðåãóëÿðíèõ áóëüîâèõ àëãåáð.

5.2 Ïðèêëàäè áóëüîâèõ àëãåáð

1. Ðîçãëÿíóòà ðàíiøå àëãåáðà âèñëîâëåíü A = (A;∨,∧, e, F, T ), â
ÿêié áàçîâà ìíîæèíà A � öå ìíîæèíà âñiõ âèñëîâëåíü, íà ÿêié çà-
äàíi áiíàðíi îïåðàöi¨ äèç'þíêöiÿ ∨, êîí'þíêöiÿ ∧, óíàðíà îïåðàöiÿ
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çàïåðå÷åííÿ e âèñëîâëåíü òà äâi íóëü-àðíi îïåðàöi¨ � âèäiëåííÿ õè-
áíîãî âèñëîâëåííÿ F (F � ïåðøà áóêâà ñëîâà false � õèáà) i âèäiëåí-
íÿ iñòèííîãî âèñëîâëåííÿ T (T � ïåðøà áóêâà ñëîâà true � iñòèíà),
ÿêèì âiäïîâiäàþòü âêàçàíi â îçíà÷åííi 5.1.1 îïåðàöi¨ ⊕,�, ′, 0, 1.
Ïðè öüîìó ïiä ðiâíiñòþ âèñëîâëåíü ðîçóìiþòüñÿ ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü.
Ïåðåëi÷åíi òà äîâåäåíi ðàíiøå âëàñòèâîñòi îïåðàöié àëãåáðè âèñëîâ-
ëåíü ïîêàçóþòü, ùî öÿ àëãåáðà âèñëîâëåíü ¹ ïðèêëàäîì ðåãóëÿðíî¨
áóëüîâî¨ àëãåáðè. Ñàìîñòiéíî âèïèøiòü ïåðåëi÷åíi âëàñòèâîñòi
â òàêîìó ïîðÿäêó, ùîá âîíè ïîâíiñòþ âiäïîâiäàëè âëàñòèâîñòÿì
5.1.1 � 5.1.19 ðåãóëÿðíî¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè.

2. Ðàíiøå íàìè ðîçãëÿäàëàñÿ àëãåáðà ìíîæèí P(A) =

= (P (A);∪,∩, ′,∅, A), â ÿêié íà áàçîâié ìíîæèíi P (A)
df
= {A1|A1 ⊂

⊂ A} âñiõ ïiäìíîæèí çàäàíî¨ ìíîæèíè A áóëè ââåäåíi áiíàðíi îïå-
ðàöi¨ îá'¹äíàííÿ ∪, ïåðåòèíó ∩, óíàðíà îïåðàöiÿ äîïîâíåííÿ äî çà-
äàíî¨ ìíîæèíè A òà äâi íóëü-àðíi îïåðàöi¨ � âèäiëåííÿ ïîðîæíüî¨
ìíîæèíè ∅ i âèäiëåííÿ çàäàíî¨ ìíîæèíè A, ÿêèì âiäïîâiäàþòü âêà-
çàíi â îçíà÷åííi 5.1.1 îïåðàöi¨ ⊕, �, ′, 0, 1. Ðîçãëÿíóòi ïðè öüîìó
âëàñòèâîñòi îïåðàöié àëãåáðè ìíîæèí ïîêàçóþòü, ùî âîíà ¹ òåæ
ïðèêëàäîì ðåãóëÿðíî¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè. Ñàìîñòiéíî âèïèøiòü
ïåðåëi÷åíi âëàñòèâîñòi â òàêîìó ïîðÿäêó, ùîá âîíè ïîâíiñòþ âiäïî-
âiäàëè âëàñòèâîñòÿì 5.1.1 � 5.1.19 ðåãóëÿðíî¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè.

3. Öiêàâèì ïðèêëàäîì ðåãóëÿðíî¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè ¹ òàê çâàíà
àëãåáðà ïîäié, ÿêà ¹ îñíîâîþ äîñëiäæåííÿ â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé,
ùî âèâ÷à¹òüñÿ íà òðåòüîìó êóðñi. Áàæàþ÷i ìîæóòü ñàìîñòiéíî ç
íåþ ïîçíàéîìèòèñÿ, ïðîãëÿíóâøè ïåðøi ïàðàãðàôè ïîñiáíèêiâ ç òå-
îði¨ éìîâiðíîñòåé [5], [8], [27].

4. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòåíüêèé ïðèêëàä íåðåãóëÿðíî¨ áó-
ëüîâî¨ àëãåáðè � òàê çâàíó àëãåáðó åêñòðåìóìiâ En =
= (Mn;max,min, ,̂ 1, n), â ÿêié íà áàçîâié ìíîæèíiMn = {1, 2, ..., n}
ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äå n > 2, ââîäÿòüñÿ òàêi îïåðàöi¨:

max(a, b)
df
= max({a, b}) � íå ìåíøå ç ÷èñåë a, b � àíàëîã îïåðà-

öi¨ ⊕;

min(a, b)
df
= min({a, b}) � íå áiëüøå ç ÷èñåë a, b � àíàëîã îïåðà-

öi¨ �;
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â
df
= n− a+ 1 � àíàëîã óíàðíî¨ îïåðàöi¨ ′;

1 � àíàëîã íóëü-àðíî¨ îïåðàöi¨ âèäiëåííÿ íóëÿ 0 áóëüîâî¨ àëãå-
áðè;

n � àíàëîã íóëü-àðíî¨ îïåðàöi¨ âèäiëåííÿ îäèíèöi 1 áóëüîâî¨
àëãåáðè;

Ñàìîñòiéíî âèïèøiòü âëàñòèâîñòi 5.1.1 � 5.1.19 àëãåáðè
åêñòðåìóìiâ òà ïåðåêîíàéòåñÿ â òîìó ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ.

Íàïðèêëàä, âëàñòèâîñòi
1. (∀k ∈Mn)(max(k, k) = k);
2. (∀k ∈Mn)(min(k, k) = k),

ÿêi âêàçóþòü íà iäåìïîòåíòíiñòü îïåðàöié max, min, î÷åâèäíèì ÷è-
íîì âèêîíóþòüñÿ.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â òîìó, ùî àêñiîìè 5.1.18, 5.1.19 äëÿ àëãåáðè
åêñòðåìóìiâ En íå âèêîíóþòüñÿ. Äiéñíî, íåõàé 1 < k < n. Òîäi
ìà¹ìî: max(k, k̂) = max({k, n−k+ 1}) 6= n; min(k, k̂) = min({k, n−
− k + 1}) 6= 1.

Îòðèìàíi íåðiâíîñòi âêàçóþòü íà òå, ùî àêñiîìè 5.1.18, 5.1.19
äiéñíî íå âèêîíóþòüñÿ. À òîìó àëãåáðà åêñòðåìóìiâ En ¹ íåðåãó-
ëÿðíîþ áóëüîâîþ àëãåáðîþ.

5.3 Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi äëÿ áóëüîâèõ àëãåáð òà

éîãî ðîëü

1. Ââiâøè àêñiîìàòè÷íå îçíà÷åííÿ áóëüîâî¨ àëãåáðè òà ðîç-
ãëÿíóâøè âiäïîâiäíi éîìó ïðèêëàäè êîíêðåòíèõ áóëüîâèõ àëãåáð,
áà÷èìî ïëîäîòâîðíiñòü àêñiîìàòè÷íîãî ïiäõîäó äî äîâåäåííÿ âiäïî-
âiäíèõ àëãåáð. Àäæå ïî ñóòi âëàñòèâîñòi, äîñëiäæåíi â îäíié ç òàêèõ
àëãåáð, ëåãêî ïåðåíîñÿòüñÿ íà âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi iíøî¨ ç íèõ, à
ïåðåêîíóâàòèñÿ â ¨õ iñòèííîñòi óæå íå ìà¹ ïîòðåáè.

Áiëüø äåòàëüíiøå äîñëiäæåííÿ áóëüîâèõ àëãåáð íàìè â öüî-
ìó ïàðàãðàôi ïðîâîäèòèñÿ íå áóäå. Òàêå äîñëiäæåííÿ, ÿê ïðàâè-
ëî, çäiéñíþ¹òüñÿ íà àëãåáðà¨÷íèõ ñïåöêóðñàõ, òåìàòèêà ÿêèõ ìîæå
áóòè áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíà ç âèâ÷åííÿì áóëüîâèõ àëãåáð òà ¨õ
çàñòîñóâàííÿìè.

2. Ïðè ðîçãëÿäi ââåäåíèõ îçíà÷åíü áóëüîâèõ àëãåáð íåâàæêî
ïîìiòèòè, ùî çàäàíi â íèõ îïåðàöi¨ âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè ñè-
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ìåòðè÷íîñòi ïðè îäíî÷àñíié çàìiíi îïåðàöié ⊕,�, 0, 1 âiäïîâiäíî íà
îïåðàöi¨ �,⊕, 1, 0. Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ñïðàâåäëèâà
òàêà òåîðåìà, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ïðèíöèïîì äâî¨ñòîñòi:

Òåîðåìà 5.3.1 (Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi). ßêùî â ðiâíîñòi äâîõ
ôîðìóë áóëüîâî¨ àëãåáðè îïåðàöi¨ ⊕,�, 0, 1 çàìiíèòè âiäïîâiäíî íà
îïåðàöi¨ �,⊕, 1, 0 òî öÿ ðiâíiñòü íå ïîðóøèòüñÿ, òîáòî ¨¨ iñòèí�
íiñòü çáåðåæåòüñÿ.

Ïiä ôîðìóëàìè áóëüîâî¨ àëãåáðè ðîçóìiþòü äîâiëüíi âèðà-
çè, ÿêi ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ¨¨ åëåìåíòiâ òà ñêií÷åííîãî ÷èñëà
ââåäåíèõ îïåðàöié íàä íèìè.

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
âîíà ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ àêñiîì áóëüîâî¨ àëãåáðè � êîæíà àêñiîìà
ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â äâî¨ñòó äî íå¨. À òîìó âîíà ìà¹ ìiñöå i äëÿ äî-
âiëüíî¨ ðiâíîñòi ìiæ ôîðìóëàìè, îòðèìàíî¨ ç öèõ àêñiîì.

3. Ç äàíî¨ òåîðåìè ðîáèìî òàêi ïðàêòè÷íi âèñíîâêè:

1. ßêùî ÿêàñü ðiâíiñòü ìiæ ôîðìóëàìè áóëüîâî¨ àëãåáðè äîâå-
äåíà, òî äâî¨ñòó ¨é íîâó ðiâíiñòü, îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi âiäïî-
âiäíî¨ çàìiíè îïåðàöié ⊕,�, 0, 1 íà îïåðàöi¨ �,⊕, 1, 0, äîâîäèòè
íå ïîòðiáíî � âîía òåæ ââàæà¹òüñÿ äîâåäåíîþ.

2. ßêùî â áóëüîâié àëãåáði ìà¹ ìiñöå (òîáòî iñòèííà) ðiâíiñòü
Φ = 1 òî àâòîìàòè÷íî ìàòèìå ìiñöå ðiâíiñòü Φ∗ = 0, äå Φ∗

� ôîðìóëà äâî¨ñòà äî ôîðìóëè Φ, òîáòî Φ∗ îòðèìàíà ç Φ â
ðåçóëüòàòi âêàçàíî¨ âèùå çàìiíè îïåðàöié, i íàâïàêè.

3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîíêðåòíî¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè ìà¹ ìiñöå ïðèíöèï
äâî¨ñòîñòi; à òîìó äîâîäèòè éîãî â öüîìó êîíêðåòíîìó âèïàä-
êó óæå íå ïîòðiáíî � ÷è öå ¹ àëãåáðà âèñëîâëåíü, ÷è öå ¹
àëãåáðà ìíîæèí, ÷è áóäü-ÿêà iíøà êîíêðåòíà áóëüîâà àëãå-
áðà.

4. Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíi ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ ïðèíöèïó
äâî¨ñòîñòi äëÿ ôîðìóë.

1. Â àëãåáði âèñëîâëåíü ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ôîðìóëà Φ(p, q) =
= (p ∧ q) ∨ (ep ∧ q) ∨ (p∧eq) ∨ (ep∧eq) ¹ iñòèííîþ, òîáòî Φ(p, q) ≡ T .
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Äiéñíî, âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíi àêñiîìè, ìàòèìåìî: Φ = pq∨(ep)q∨
∨ p(eq)∨ (ep)(eq) ≡ (p∨ep)q ∨ (p∨ep)(eq) ≡ (p∨ep)(q∨eq) ≡ T · T ≡ T ,
äå çíàê êîí'þíêöi¨ (ëîãi÷íîãî ìíîæåííÿ) ∧ äëÿ çðó÷íîñòi îïóùåíî.
Òîäi â ñèëó ïðèíöèïà äâî¨ñòîñòi ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî äâî¨ñòà
äî ôîðìóëè Φ(p, q) ôîðìóëà dΦ(p, q) ≡ (p ∨ q) ∧ (ep ∨ q) ∧ (p∨eq) ∧
∧ (ep∨eq) ¹ õèáíîþ, òîáòî dΦ(p, q) ≡ F .

2. Äëÿ àëãåáðè ìíîæèí ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü X∪(X ′∩Y ) = X∪
∪Y (ïåðåêîíàéòåñÿ ñàìîñòiéíî). Òîìó íà îñíîâi ïðèíöèïà äâî¨ñòîñòi
âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi X ∩ (X ′ ∪ Y ) = X ∩ Y .

Çàóâàæåííÿ. Íà îñíîâi ïðèíöèïà äâî¨ñòîñòi ìà¹ìî ùå îäèí
ïðàêòè÷íèé âèñíîâîê: ÿêùî â ñèëó äåÿêèõ îáñòàâèí äîñëiäæó-
âàòè ïåâíó ôîðìóëó ÷è òâåðäæåííÿ íåçðó÷íî, òî çàìiñòü íèõ áó-
äóþòü äâî¨ñòi äî íèõ, ÿêi ìîæóòü âèÿâèòèñÿ áiëüø çðó÷íèìè äëÿ
äîñëiäæåííÿ, ïiñëÿ ÷îãî ìîæíà çðîáèòè âiäïîâiäíèé âèñíîâîê i ïðî
ïî÷àòêîâi ôîðìóëó ÷è òâåðäæåííÿ.

5.4 Äåÿêi òåõíi÷íi çàñòîñóâàííÿ áóëüîâî¨ àëãåáðè

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, áóëüîâà àëãåáðà ìà¹ øèðîêi çà-
ñòîñóâàííÿ íå ëèøå â ñàìié ìàòåìàòèöi. Âîíà ìà¹ i ðiçíîìàíiòíi
òåõíi÷íi çàñòîñóâàííÿ. Îäíèì iç òàêèõ çàñòîñóâàíü ¹ ¨¨ âèêîðèñòà-
ííÿ â òåîði¨ ðåëåéíî-êîíòàêòíèõ ñõåì. Âïåðøå ìîæëèâiñòü òåõíi-
÷íèõ çàñòîñóâàíü áóëüîâî¨ àëãåáðè áóëà ïîêàçàíà ùå ó 1910 ð. ðî-
ñiéñüêèì ôiçèêîì Ï. Åðåíôåñòîì â òåëåôîíi¨, à ó 1923 ðîöi ðàäÿí-
ñüêèé â÷åíèé Ì. Ãåðñåâàíîâ âèêîðèñòàâ áóëüîâó àëãåáðó äëÿ ðîç-
ðàõóíêó ãiäðîòåõíi÷íèõ ñïîðóä. Ó 1938 ð. áóëè îïóáëiêîâàíi ïðàöi
ðàäÿíñüêîãî ìàòåìàòèêà Â. Øåñòàêîâà òà àìåðèêàíñüêîãî iíæåíåðà
Ê. Øåííîíà, â ÿêèõ ñèñòåìàòè÷íî áóëè ðîçãëÿíóòi çàäà÷i àíàëiçó
òà ñèíòåçó ðåëåéíî-êîíòàêòíèõ ñõåì, ÿêi ïiçíiøå áóëè óçàãàëüíåíi
íà äîâiëüíi äèñêðåòíi àâòîìàòè÷íi ïðèñòðî¨.

2. Ïiä êîíòàêòíîþ ñõåìîþ ðîçóìiþòü äîâiëüíó ìíîæèíó åëå-
êòðè÷íèõ ïðîâîäiâ òà êîíòàêòiâ, ÿêi ñïîëó÷àþòü ïîëþñè äæåðåëà
ñòðóìó. Åëåêòðè÷íèé êîíòàêò � öå ïðèñòðié äëÿ ç'¹äíàííÿ àáî
ðîç'¹äíàííÿ äâîõ ïðîâiäíèêiâ åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó. Ôiçè÷íà áóäîâà
êîíòàêòó äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó iñòîòíîãî çíà÷åííÿ íå ìà¹. Âà-
æëèâèé ëèøå ïðèíöèï éîãî äi¨, ÿêèé ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: ÿêùî
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Ìàë. 1.3. Ìèêîëà Ãåðñåâàíîâ (1879 � 1950 ðîêè)

êîíòàêò çàìêíóòèé, òî âií ïðîïóñêà¹ ñòðóì, à ÿêùî âií ðîçiìêíó-
òèé, òî íå ïðîïóñêà¹ ñòðóì ïî åëåêòðè÷íîìó êîëó. Òîìó äëÿ ïðî-
ñòîòè áóäåìî ââàæàòè, ùî êîíòàêò � öå çâè÷àéíèé ïåðåìèêà÷, ÿêèé
ìîæå çíàõîäèòèñÿ â îäíîìó iç äâîõ ìîæëèâèõ ñòàíiâ � ðîçiìêíóòèé
êîíòàêò àáî çàìêíóòèé (äèâ. âiäïîâiäíèé íèæ÷å ìàëþíîê 1.4).

Ìàë. 1.4.

Êîíòàêòè áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàëèìè ëàòèíñüêèìè áóêâàìè ç ií-
äåêñàìè, ÿêùî ïîòðiáíî: a, b, c, ..., a1, b1, c1, .... Òi ç êîíòàêòiâ, ùî
ïðàöþþòü ñèíõðîííî, òîáòî îäíî÷àñíî çàìèêàþòüñÿ àáî ðîçìèêàþ-
òüñÿ, ïîçíà÷àòèìåìî îäíi¹þ i òi¹þ æ áóêâîþ (ïðèñòðî¹ì, ùî îäíî-
÷àñíî ðîçìèêà¹ àáî çàìèêà¹ êîíòàêòè, ¹, íàïðèêëàä, çâè÷àéíèé ðó-
áèëüíèê).

Ñåðåä êîíòàêòiâ ìîæóòü çóñòði÷àòèñÿ iíâåðñíi ìiæ ñîáîþ
êîíòàêòè, ÿêi çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïðîòèëåæíîþ äi¹þ: ÿêùî îäèí
ç íèõ çàìêíåíèé, òî äðóãèé ðîçiìêíåíèé, i íàâïàêè. ßêùî îäèí iç
iíâåðñíèõ êîíòàêòiâ ïîçíà÷èìî áóêâîþ, íàïðèêëàä, a, òî iíâåðñíèé
ç íèì � áóêâîþ a (äèâ. íèæ÷å âiäïîâiäíèé ìàëþíîê 1.5). Îñêiëüêè
iíâåðñíiñòü êîíòàêòiâ âçà¹ìíà, òî öå ïîçíà÷àòèìåìî ðiâíiñòþ a = a.
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Ìàë. 1.5.

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä êîíòàêòiâ ìîæóòü iñíóâàòè ïîñòiéíî çà�
ìêíóòèé êîíòàêò i ïîñòiéíî ðîçiìêíóòèé êîíòàêò, ÿêi ïîçíà-
÷àòèìåìî 1 òà âiäïîâiäíî 0 (äèâ. íèæ÷å âiäïîâiäíi ìàëþíêè 1.6).

Ìàë. 1.6.

Äîìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè ñòàí, ó ÿêîìó ìîæå ïåðåáóâàòè êîíòàêò
a, ÷åðåç 1, ÿêùî âií çàìêíóòèé (ñòðóì ÷åðåç íüîãî ïðîõîäèòü), i
÷åðåç 0, ÿêùî âií ðîçiìêíóòèé (ñòðóì ÷åðåç íüîãî íå ïðîõîäèòü).
Âêàçàíi ñòàíè êîíòàêòó âiäïîâiäàþòü ÿêðàç âèñëîâëåííÿì:

”
êîí-

òàêò çàìêíóòèé (ñòðóì ÷åðåç íüîãî ïðîõîäèòü)“ � iñòèííå âèñëîâ-
ëåííÿ i

”
êîíòàêò ðîçiìêíóòèé (ñòðóì ÷åðåç íüîãî íå ïðîõîäèòü)“ �

õèáíå âèñëîâëåííÿ.

3. Êîíòàêòíà ñõåìà, ñêëàäàþ÷èñü ç ïåâíî¨ ñóêóïíîñòi åëå-
êòðè÷íèõ ïðîâîäiâ òà êîíòàêòiâ, ùî ç'¹äíóþòü ïîëþñè äæåðåëà
ñòðóìó, òåæ ìîæå ïåðåáóâàòè â îäíîìó ç äâîõ ñòàíiâ � çàìêíåíà
(ïðîïóñêà¹ ñòðóì âiä îäíîãî ç ïîëþñiâ äæåðåëà ñòðóìó äî iíøîãî)
àáî æ ðîçiìêíåíà (íå ïðîïóñêà¹ ñòðóìó), ÿêi òåæ ïîçíà÷àòèìå-
ìî ÷åðåç 1 i âiäïîâiäíî 0. Çðîçóìiëî, ùî öåé ñòàí êîíòàêòíî¨ ñõåìè
çàëåæèòü âiä ñòàíó ¨¨ êîíòàêòiâ. Òàêèì ÷èíîì, çâiäñè ðîáèìî íà-
ñòóïíèé âèñíîâîê: ñòàí êîíòàêòíî¨ ñõåìè ¹ áóëüîâîþ ôóíêöi�
¹þ ñòàíiâ ¨¨ êîíòàêòiâ; à òîìó ñõåìà çàìêíåíà (ïðîïóñêà¹
ñòðóì), ÿêùî áóëüîâà ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1, i ðî�
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çiìêíåíà (íå ïðîïóñêà¹ ñòðóì), ÿêùî öÿ áóëüîâà ôóíêöiÿ
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0.

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ ñòàíó êîíòàêòíî¨ ñõåìè ìîæíà çâå-
ñòè äî äîñëiäæåííÿ âiäïîâiäíî¨ ¨é áóëüîâî¨ ôóíêöi¨. À îñêiëüêè
áóëüîâó ôóíêöiþ çàâæäè ìîæíà çàäàòè àíàëiòè÷íî � äåÿêîþ ëî-
ãi÷íîþ ôîðìóëîþ, òî äîñëiäæåííÿ ÷èñòî òåõíi÷íî¨ ïðîáëåìè ïðî
âèâ÷åííÿ ñòaíó êîíòàêòíî¨ ñõåìè ìîæíà çâåñòè äî àíàëiòè÷íî¨
ïðîáëåìè ç àëãåáðè âèñëîâëåíü � äîñëiäæåííÿ ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè,
ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ ëîãi÷íó ôóíêöiþ, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ çàäàíîþ êîí-
òàêòíîþ ñõåìîþ. Òàêó ôîðìóëó ÷àñòî íàçèâàþòü ñòðóêòóðíîþ
ôîðìóëîþ êîíòàêòíî¨ ñõåìè.

Âiäìiòèìî, ùî ñåðåä ðiçíîìàíiòíèõ êîíòàêòíèõ ñõåì âèäiëÿþòü
åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ ñõåìè � öå òàêi ñõåìè, ÿêi ïðè áóäü-
ÿêèõ ñòàíàõ êîíòàêòiâ, ç ÿêèõ öi ñõåìè ñêëàäàþòüñÿ, äiþòü îäíàêî-
âî, òîáòî âîíè îäíî÷àñíî çàìêíåíi, àáî æ ðîçiìêíåíi.

4. Ñåðåä çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ iç äîñëiäæåííÿì ðîáîòè êîíòàêòíèõ
ñõåì, âèäiëÿþòü íàñòóïíi äâi îñíîâíi çàäà÷i:

� Aíàëiç ðîáîòè êîíòàêòíî¨ ñõåìè � ïîëÿãà¹ â ñêëàäàííi
âiäïîâiäíî¨ ñòðóêòóðíî¨ ôîðìóëè, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ âèçíà-
÷àþòüñÿ óìîâè ðîáîòè ñõåìè.

� Cèíòåç êîíòàêòíî¨ ñõåìè � çà íàïåðåä çàäàíèìè óìîâà-
ìè ¨¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â ñêëàäàííi âiäïîâiäíî¨ ¨é ñòðóêòóðíî¨
ôîðìóëè òà ïîáóäîâi çà öi¹þ ôîðìóëîþ ñàìî¨ ñõåìè.

Çàóâàæèìî, ùî îäíi¹þ ç âàæëèâèõ çàäà÷ ïðè öüîìó ¹ çàäà�
÷à ïîáóäîâè íàéïðîñòiøî¨ êîíòàêòíî¨ ñõåìè, ç ìiíiìàëüíîþ
êiëüêiñòþ êîíòàêòiâ òà ìiíiìàëüíîþ ïðîñòîòîþ ðîáîòè ïîòðiáíî¨, çà
âêàçàíèìè óìîâàìè, ñõåìè. Òàêà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ øëÿõîì ïî-
ïåðåäíüîãî ìàêñèìàëüíîãî ñïðîùåííÿ ñêëàäåíî¨ ñòðóêòóðíî¨ ôîð-
ìóëè, ùî âiäïîâiäà¹ ïîòðiáíié êîíòàêòíié ñõåìi.

5. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøi êîíòàêòíi ñõåìè òà ïðîàíàëi-
çó¹ìî óìîâè ¨õ ðîáîòè.

Ïåðøîþ íàéïðîñòiøîþ êîíòàêòíîþ ñõåìîþ ¹ ïîñëiäîâíå
ñïîëó÷åííÿ äâîõ êîíòàêòiâ a i b (äèâ. íèæ÷å âiäïîâiäíèé ìàëþíîê
1.7).
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Ìàë. 1.7.

Î÷åâèäíî, ùî öÿ ñõåìà ïðîïóñêà¹ ñòðóì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
îáèäâà êîíòàêòè a i b çàìêíåíi. Òîìó çðîçóìiëî, ùî öié ñõåìi âiäïî-
âiäà¹ ñòðóêòóðíà ëîãi÷íà ôîðìóëà Φ(a, b) = a∧b, ÿêà ¹ êîí'þíêöi¹þ
äâîõ âèñëîâëåíü, ÿêi ïîçíà÷åíi òèìè ñàìèìè áóêâàìè, ÿêèìè ïîçíà-
÷åíi âiäïîâiäíi êîíòàêòè ñõåìè.

Äðóãîþ íàéïðîñòiøîþ êîíòàêòíîþ ñõåìîþ ¹ ïàðàëåëüíå
ñïîëó÷åííÿ äâîõ êîíòàêòiâ a i b (äèâ. íèæ÷å âiäïîâiäíèé ìàëþíîê
1.8).

Ìàë. 1.8.

Î÷åâèäíî, ùî öÿ ñõåìà ïðîïóñêà¹ ñòðóì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
õî÷à á îäèí ç êîíòàêòiâ a àáî b çàìêíåíèé. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öié
ñõåìi âiäïîâiäàòèìå ñòðóêòóðíà ëîãi÷íà ôîðìóëà Φ(a, b) = a ∨ b,
ÿêà ¹ äèç'þíêöi¹þ äâîõ âèñëîâëåíü, ÿêi ïîçíà÷åíi òèìè æ ñàìèìè
áóêâàìè, ùî i âiäïîâiäíi êîíòàêòè ñõåìè.

6. Ç ðîçãëÿíóòèõ äâîõ íàéïðîñòiøèõ êîíòàêòíèõ ñõåì ðîáèìî òà-
êèé âèñíîâîê: ïîñëiäîâíå òà ïàðàëåëüíå ç'¹äíàííÿ êîíòàêòiâ
ðåàëiçó¹ îïåðàöi¨ êîí'þíêöiþ òà âiäïîâiäíî äèç'þíêöiþ áó�
ëüîâèõ çìiííèõ, êîæíà ç ÿêèõ (öèõ çìiííèõ) îïèñó¹ ñòàí
âiäïîâiäíîãî êîíòàêòó; iíâåðñíèé êîíòàêò, ðîçãëÿíóòèé ðà�
íiøå, ðåàëiçó¹ îïåðàöiþ çàïåðå÷åííÿ áóëüîâî¨ çìiííî¨.

Òàêèì ÷èíîì, ðåàëiçóâàâøè âêàçàíèìè íàéïðîñòiøèìè êîíòà-
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êòíèìè ñõåìàìè òà iíâåðñíèì êîíòàêòîì îñíîâíi îïåðàöi¨ äâiéêîâî¨
áóëüîâî¨ àëãåáðè, ìîæíà, âèÿâëÿ¹òüñÿ, çàâæäè ïîáóäóâàòè òàêó ñõå-
ìó, ÿêà ðåàëiçó¹ äîâiëüíó çàäàíó áóëüîâó ôóíêöiþ, ùî îïèñóâàòèìå
ñòàí öi¹¨ ñõåìè.

Çàóâàæèìî, ùî êîíòàêòíó ñõåìó äîâiëüíî¨ ñêëàäíîñòi çàâæäè
ìîæíà ïîäàâàòè ó âèãëÿäi îêðåìèõ ãðóï ñïîëó÷åíü êîíòàêòiâ, ó êî-
æíié ç ÿêèõ ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ ëèøå ïîñëiäîâíå àáî ïàðàëåëüíå ñïî-
ëó÷åííÿ âiäïîâiäíèõ êîíòàêòiâ. Çàâäÿêè öüîìó òîäi ëåãøå ñêëàäàòè
âiäïîâiäíi ¨ì ñòðóêòóðíi ôîðìóëè i âiäïîâiäíó ñòðóêòóðíó ôîðìó-
ëó âñi¹¨ êîíòàêòíî¨ ñõåìè. À çíàþ÷è ñòðóêòóðíó ôîðìóëó, ìîæíà
çàéíÿòèñÿ ¨¨ ñïðîùåííÿì, ó ðåçóëüòàòi ÷îãî ìîæíà ðåàëiçóâàòè i
çàäà÷ó ïîáóäîâè âiäïîâiäíî¨ ïðîñòiøî¨ êîíòàêòíî¨ ñõåìè. Áåçïåðå-
÷íî, ùî ìîæíà âèáðàòè ðiçíi êðèòåði¨ ïðîñòîòè êîíòàêòíî¨ ñõåìè.
Íàé÷àñòiøå íà ïðàêòèöi îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ êðèòåði¨â ïðîñòîòè
êîíòàêòíî¨ ñõåìè ââàæà¹òüñÿ òàêèé: ñåðåä âñiõ åêâiâàëåíòíèõ
ìiæ ñîáîþ êîíòàêòíèõ ñõåì íàéïðîñòiøîþ ââàæà¹òüñÿ òà,
ÿêié âiäïîâiäà¹ ñòðóêòóðíà ôîðìóëà ç íàéìåíøîþ êiëüêi�
ñòþ âõîäæåíü áóëüîâèõ çìiííèõ; òàêèé êðèòåðié äà¹ åêîíî�
ìiþ ó êiëüêîñòi êîíòàêòiâ ó ñõåìi, ùî ïðèâîäèòü i äî ïðî�
ñòîòè êîíñòðóêöi¨ âiäïîâiäíî¨ êîíòàêòíî¨ ñõåìè, i ¨¨ çäåøåâ�
ëåííÿ, i íàäiéíîñòi â åêñïëóàòàöi¨ òîùî.

7. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íà àíàëiç ðî-
áîòè êîíòàêòíî¨ ñõåìè, ñèíòåç ñõåìè òà ¨¨ ñïðîùåííÿ.

Çàäà÷à 5.4.1. Ïðîàíàëiçóâàòè ðîáîòó êîíòàêòíî¨ ñõåìè, âêà�
çàíî¨ íà ìàëþíêó 1.9 íèæ÷å, ñêëàâøè âiäïîâiäíó ¨é ñòðóêòóðíó
ôîðìóëó òà ñïðîñòèâøè ¨¨, òà íàìàëþâàòè åêâiâàëåíòíó ¨é ñïðî�
ùåíó ñõåìó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêëàäà¹ìî âiäïîâiäíó öié ñõåìi ñòðóêòóðíó ôîð-
ìóëó i ñïðîñòèìî ¨¨.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî: Φ(a, b, c) ≡ (ab ∨ (ab ∨ c)(ab ∨ c))(ab ∨
∨ab)a ≡ (ab∨(ab∨cc))((a∨a)b)a ≡ (ab∨(ab∨0))(1b)a ≡ (ab∨ab)ba ≡
≡ ((a ∨ a)b)ba ≡ (1b)ba ≡ bba ≡ ab.

Îñêiëüêè ñòðóêòóðíà ôîðìóëà çíà÷íî ñïðîñòèëàñÿ, òî i âiäïî-
âiäíà êîíòàêòíà ñõåìà òåæ ïðèéìå áiëüø ïðîñòiøèé, àëå åêâiâàëåí-
òíèé, âèãëÿä (äèâ. âiäïîâiäíèé ìàëþíîê 1.10):
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Ìàë. 1.9.

Ìàë. 1.10.

Ñõåìà, ÿê áà÷èìî, çíà÷íî ñïðîñòèëàñÿ, ìiñòèòü âñüîãî äâà êîíòà-
êòè. Àíàëiç öi¹¨ ñõåìè çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî: ñõåìà ïðîïóñêàòèìå
ñòðóì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîíòàêòè a i b îäíî÷àñíî çàìêíóòi.

Çàäà÷à 5.4.2. Ñêëàñòè êîíòàêòíó ñõåìó òàêîãî àâòîìàòà,
ÿêèé äàâàâ áè ÷àøêó êàâè öiíîþ 1 ãðèâíÿ, ÿêùî ðîçðàõîâóâàòèñÿ
ó êàñi àâòîìàòà ìîæíà ìîíåòàìè âàðòiñòþ 10 êîï., 25 êîï., 50
êîï., 1 ãðí.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çãiäíî óìîâè çàäà÷i ÷àøêà êàâè êîøòó¹ 1 ãðèâ-
íÿ, òîáòî 100 êîï. Çàïëàòèòè (áåç çäà÷i) çà êàâó ìîæíà òàêèìè
ñïîñîáàìè, îïóñòèâøè âiäïîâiäíó êiëüêiñòü ìîíåò ó êàñó:

à) 10 êîï. · 10;
á) 25 êîï. · 4;
â) 50 êîï. · 2;
ã) 1 ãð. · 1;
ä) 10 êîï. · 5 i 25 êîï. · 2;
å) 10 êîï. · 5 i 50 êîï. · 1;
¹) 25 êîï. · 2 i 50 êîï. · 1.
Ïiñëÿ îïóñêàííÿ íåîáõiäíî¨ êiëüêîñòi ìîíåò ó âiäïîâiäíi ùiëè-

íè àâòîìàòà âií çàìêíåòüñÿ, â ðåçóëüòàòi ÷îãî ÷àøêà íàïîâíèòüñÿ
ïîðöi¹þ êàâè. Çðîçóìiëî, ùî ïîðÿäîê îïóñêàííÿ ìîíåò íå âïëèâà-
òèìå íà îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò âèäà÷i ïîðöi¨ êàâè. Äëÿ ñêëàäàííÿ
ñòðóêòóðíî¨ ôîðìóëè, ÿêà âiäïîâiäàòèìå êîíòàêòíié ñõåìi ðîáîòè
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àâòîìàòà, ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ áóëüîâèõ çìiííèõ, âiäïîâiäíèõ
êîíòàêòàì, çàìèêàííÿ ÿêèõ çäiéñíþ¹òüñÿ îïóñêàííÿì â ùiëèíó àâ-
òîìàòà ïîòðiáíî¨ êiëüêîñòi ìîíåò ïåâíî¨ âàðòîñòi:

à) äëÿ ìîíåò âàðòîñòi 10 êîï. � a1, a2, a3, ..., a10;
á) äëÿ ìîíåò âàðòîñòi 25 êîï. � b1, b2, b3, b4;
â) äëÿ ìîíåò âàðòîñòi 50 êîï. � c1, c2;
ã) äëÿ ìîíåòè âàðòiñòþ 1 ãð. � d1.

ßê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, àâòîìàò çàìêíåòüñÿ (â ðåçóëüòàòi ÷îãî âè-
äàñòü ïîðöiþ êàâè) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíà¹òüñÿ îäèí iç ñåìè
âàðiàíòiâ êîí'þíêöi¨ çíà÷åíü áóëüîâèõ çìiííèõ:

a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 ≡ 1;
b1b2b3b4 ≡ 1;
c1c2 ≡ 1;
d ≡ 1;
a1a2a3a4a5b1b2 ≡ 1;
a1a2a3a4a5c1 ≡ 1;
b1b2c1 ≡ 1.
Òîìó ñòðóêòóðíà ôîðìóëà, ùî âiäïîâiäà¹ êîíòà-

êòíié ñõåìi ðîáîòè àâòîìàòà, ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:
Φ(a1, a2, ..., a10, b1, b2, b3, b4, c1, c2, d) ≡ a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 ∨
∨ b1b2b3b4 ∨ c1c2 ∨ d ∨ a1a2a3a4a5b1b2 ∨ a1a2a3a4a5c1 ∨ b1b2c1.
Âèêîðèñòàâøè öþ ñòðóêòóðíó ôîðìóëó, î÷åâèäíèì ÷èíîì îòðèìà-
¹ìî òàêó âiäïîâiäíó ¨é êîíòàêòó ñõåìó ðîáîòè àâòîìàòà:
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Â ðåçóëüòàòi çàìèêàííÿ òàêî¨ êîíòàêòíî¨ ñõåìè àâòîìàò ùîðàçó âè-
äàâàòèìå ïîðöiþ êàâè â ïiäñòàâëåíó ÷àøêó. Â íàâåäåíié êîíòàêòíié
ñõåìi 33 êîíòàêòè. Çàéìåìîñÿ ñïðîùåííÿì öi¹¨ ñõåìè. Äëÿ öüîãî
ïîñòàðà¹ìîñÿ ðiâíîñèëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñïðîñòèòè âiäïîâiä-
íó ñòðóêòóðíó ôîðìóëó ñõåìè. Äiéñíî, çàñòîñóâàâøè äåÿêi âëàñòè-
âîñòi îïåðàöié êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè, îòðèìà¹-
ìî: Φ(a1, a2, ..., a10, b1, b2, b3, b4, c1, c2, d) ≡ (a1a2...a10∨a1a2...a5b1b2∨
∨a1a2...a5c1)∨(b1b2b3b4∨b1b2c1)∨c1c2∨d ≡ a1a2a3a4a5(a6a7a8a9a10∨
∨b1b2∨c1)∨b1b2(b3b4∨c1)∨c1c2∨d. Îòæå, îòðèìà¹ìî òàêèé ñïðîùå-
íèé âèãëÿä ñòðóêòóðíî¨ ôîðìóëè êîíòàêòíî¨ ñõåìè ðîáîòè àâòîìà-
òà: Φ(a1, a2, ..., a10, b1, b2, b3, b4, c1, c2, d) ≡ a1a2a3a4a5(a6a7a8a9a10 ∨
∨ b1b2 ∨ c1) ∨ b1b2(b3b4 ∨ c1) ∨ c1c2 ∨ d.

Ìàë. 1.11.

Âiäïîâiäíà êîíòàêòíà ñõåìà ðîáîòè àâòîìàòà ïðèéìå òàêèé âè-
ãëÿä ÿê íà ìàëþíêó 1.11. Â óòâîðåíié ñïðîùåíié êîíòàêòíié ñõåìi
êiëüêiñòü êîíòàêòiâ çìåíøèëàñÿ äî 21, â òîé ÷àñ ÿê â ðîçãëÿíóòié
ðàíiøå áóëî 33 êîíòàêòè.

8. Âiäìiòèìî íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿäó iäå¨ òåõíi÷íèõ çàñòî-
ñóâàíü áóëüîâî¨ àëãåáðè íàñòóïíå. Â íàø ÷àñ îñîáëèâî øèðîêå çà-
ñòîñóâàííÿ íàáóëà áóëüîâà àëãåáðà ïðè ðåàëiçàöi¨ òàê çâàíèõøâèä�
êîäiþ÷èõ áåçêîíòàêòíèõ åëåìåíòiâ àâòîìàòèêè, ÿêi õàðàêòå-
ðèçóþòüñÿ íåéìîâiðíî âåëèêîþ øâèäêiñòþ çìiíè ñâî¨õ ñòàíiâ. Çàâ-
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äÿêè òàêié âåëè÷åçíié øâèäêîñòi öi åëåìåíòè ñêëàäàþòü îñíîâó â
êîíñòðóêöi¨ ñó÷àñíèõ ÅÎÌ. Òàêi åëåìåíòè â òié ÷è iíøié êîìáiíà-
öi¨ âõîäÿòü â òàê çâàíi åëåêòðîííî-iìïóëüñíi ñõåìè, îñíîâíèìè
ñêëàäîâèìè ÿêèõ ¹ ëîãi÷íi åëåìåíòè, ÿêi ðåàëiçóþòü òðè îñíîâíi
ëîãi÷íi îïåðàöi¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè � êîí'þíêöiþ, äèç'þíêöiþ, çàïå-
ðå÷åííÿ.

5.5 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ßêà àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ áóëüîâîþ?

2. ßêèé òèï ìà¹ áóëüîâà àëãåáðà?

3. ßê íàçèâàþòüñÿ îïåðàöi¨ áóëüîâî¨ àëãåáðè?

4. Ùî òàêå íóëü áóëüîâî¨ àëãåáðè?

5. Ùî òàêå îäèíèöÿ áóëüîâî¨ àëãåáðè?

6. Ùî òàêå ðåãóëÿðíà áóëüîâà àëãåáðà?

7. Ùî òàêå íåðåãóëÿðíà áóëüîâà àëãåáðà?

8. ßêi ïðèêëàäè áóëüîâèõ àëãåáð Âè çíà¹òå?

9. Ïîÿñíiòü, ÷îìó àëãåáðà âèñëîâëåíü ¹ ðåãóëÿðíîþ áóëüîâîþ
àëãåáðîþ.

10. Ïîÿñíiòü, ÷îìó àëãåáðà ìíîæèí ¹ ðåãóëÿðíîþ áóëüîâîþ àëãå-
áðîþ.

11. Ùî Âè çíà¹òå ïðî àëãåáðó ïîäié?

12. Ùî òàêå àëãåáðà åêñòðåìóìiâ En ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè?

13. Ïîÿñíiòü, ÷îìó àëãåáðà åêñòðåìóìiâ En ¹ íåðåãóëÿðíîþ àëãå-
áðîþ.

14. Íà ÷îìó îñíîâàíèé ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi äëÿ áóëüîâèõ àëãåáð?
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15. Íåõàé B � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñëà 36, òîá-
òî B = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36}. Ââåäåìî òàêi îïåðàöi¨ íàä öè-
ìè ÷èñëàìè: 0

df
= 1; 1

df
= 36; a+ b

df
= ÍÑÊ(a, b); a · b df= ÍÑÄ(a, b);

a′
df
= 36 : a; äå a, b ∈ B. Ïåðåâiðèòè, ÿêi ç âëàñòèâîñòåé 5.1.1

� 5.1.17 áóëüîâèõ àëãåáð (ñòîðiíêà 96) âèêîíóþòüñÿ äëÿ ââå-
äåíèõ îïåðàöié íà ìíîæèíi B.

16. Àíàëîãi÷íi çàâäàííÿ ïåðåâiðèòè äëÿ ìíîæèíè B =
= {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} âñiõ äiëüíèêiâ ÷èñëà 30.

17. Ïåðåâiðèòè, ÷è ïðàâèëüíi íàñòóïíi ðiâíîñòi äëÿ àëãåáðè ìíî-
æèí, òà çàïèñàòè äâî¨ñòi äî íèõ:

à) (A ∩B′) ∪ (B ∩A′) = (A ∪B) ∩ (A ∩B)′;

á) A ∩ (B ∩ C ′) = (A ∩B) ∩ (A ∩ C)′;

â) (A ∪B) ∩ C ′ = (A ∩ C ′) ∪ (B ∩ C ′);
ã) (A ∩B) ∪ (A ∩B)′ = U ;

ä) (A ∩B) ∪ (A′ ∩B) ∪ (A ∩B′) = A ∪B;
å) (A ∩B ∩ C) ∪ (A′ ∩B ∩ C) ∪B′ ∪ C ′ = U ;

¹) (A ∪B′) ∩ (A′ ∪ C) ∩ (B′ ∪D)′ = ∅;
æ) (A ∩B′ ∩ (A′ ∪B))′ = U ;

ç) ((A ∪B)′ ∩ (A′ ∪B′))′ = A ∪B;
è) (A′ ∪B′ ∪ C)′ ∪ (A′ ∪B)′ ∪ (A′ ∪ C) = U ;

i) ((A′ ∩B′) ∩ (A′ ∪B′))′ = A ∪B;
¨) (A ∪B) ∪ (B′ ∩A) ∪ (A′ ∩B) = A ∪B,
äå U � óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà, ÿêà ãðà¹ ðîëü îäèíèöi â àëãåáði
ìíîæèí; ðîëü íóëÿ ãðà¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅.

18. Âêàçàíi âèùå ðiâíîñòi çàïèñàòè íà ìîâi àëãåáðè âèñëîâëåíü
i àíàëîãi÷íî ïåðåâiðèòè, ÿêi ç íèõ iñòèííi ðiâíîñèëüíîñòi, òà
çàïèñàòè äâî¨ñòi äî íèõ.

19. Ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ àë-
ãåáðè âèñëîâëåíü òà çàïèñàòè äâî¨ñòi äî íèõ:

à) (p ∧ q) ∨ (q ∧ p) ∨ p ∨ q ≡ T ;
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á) p ∨ q ≡ p ∧ q;
â) (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ≡ T ;
ã) (p ∧ q) ∨ (q ∧ p) ∨ (p ∨ q) ≡ T ;
ä) (p ∨ (g ∧ r)) ∧ (p ∨ (q ∧ r)) ≡ q ∧ r;
å) (p ∧ q) ∨ r ∨ (p ∧ q) ∨ q ≡ T ;
¹) (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) ≡ (p ∧ r) ∨ (p ∧ q) ∨ (q ∧ r);
æ) (p ∧ q ∧ r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ q) ≡ p;
ç) (p ∧ q ∧ r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ q) ≡ p.

20. Äîâåñòè òàêi ðiâíîñòi ç àëãåáðè ìíîæèí òà çàïèñàòè äâî¨ñòi
äî íèõ:

à) (A ∩B′ ∩ C) ∪ (A′ ∩B′ ∩ C) ∪ (B ∩ C) = C;

á) (A ∩B ∩C)′ ∪ (A′ ∩B′ ∩C) ∪ (A′ ∩ (B ∪A′)) = A′ ∪B′ ∪C ′;
â) (A ∩B) ∪ (A′ ∩B) ∪ (A ∩B′) = A ∪B;
ã) (A′ ∩B′ ∩ C ′) ∪ (A′ ∩B′ ∩ C) ∪ (B′ ∩ C) ∪ (B′ ∩A) = B′;

ä) (A ∪ (A′ ∩B)) ∩ (A′ ∪ (B′ ∩A)) = (A ∪B) ∩ (B′ ∪A′);
å) (A ∪B ∪ C)′ ∪ (A ∪B′)′ ∪ (A′ ∩B′ ∩ C) = A′.

21. Äîâåñòè íàñòóïíi ðiâíîñòi ç àëãåáðè âèñëîâëåíü òà çàïèñàòè
äâî¨ñòi äî íèõ:

à) (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q) ∧ p ≡ F ;
á) p ∧ (p ∨ q) ∨ p ∧ q ≡ T ;
â) (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ≡ p ∨ q;
ã) (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ q) ≡ p ∨ r;
ä) ((p ∧ q) ∧ (s ∧ r) ∨ p ∨ r) ∧ p ∨ p ∨ r ≡ p;
å) p ∨ q ∨ r ∨ s ∨ (p ∧ q ∧ r ∧ s) ∨ p ∨ q ∨ r ≡ p ∧ q.

22. Âêàçàíi ó âïðàâi 20 ðiâíîñòi çàïèñàòè íà ìîâi àëãåáðè âèñëîâ-
ëåíü, äîâåñòè ¨õ iñòèííiñòü òà çàïèñàòè äâî¨ñòi äî íèõ â àëãåáði
âèñëîâëåíü.

23. Âêàçàíi ó âïðàâi 21 ðiâíîñèëüíîñòi çàïèñàòè íà ìîâi àëãåáðè
ìíîæèí, äîâåñòè ¨õ iñòèííiñòü òà çàïèñàòè äâî¨ñòi äî íèõ â
àëãåáði ìíîæèí.
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24. Õòî iç âèäàòíèõ ëþäåé âïåðøå ïîêàçàâ ìîæëèâiñòü òåõíi÷íèõ
çàñòîñóâàíü áóëüîâî¨ àëãåáðè? Äàéòå êîðîòêå áiîãðàôi÷íå ïî-
âiäîìëåííÿ.

25. Ùî ðîçóìiþòü ïiä åëåêòðè÷íèì êîíòàêòîì?

26. Ùî ðîçóìiþòü ïiä êîíòàêòíîþ ñõåìîþ?

27. Ùî ðîçóìiþòü ïiä iíâåðñíèìè ìiæ ñîáîþ êîíòàêòàìè?

28. Ïîÿñíiòü, ÷îìó ñòàí, â ÿêîìó ìîæå ïåðåáóâàòè êîíòàêòíà ñõå-
ìà, ìîæíà îïèñàòè áóëüîâîþ ôóíêöi¹þ ñòàíiâ ¨¨ êîíòàêòiâ.

29. Ùî òàêå ñòðóêòóðíà ôîðìóëà êîíòàêòíî¨ ñõåìè?

30. ßêi êîíòàêòíi ñõåìè íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè ìiæ ñîáîþ?

31. ßêi Âè çíà¹òå äâi îñíîâíi çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì
ðîáîòè êîíòàêòíèõ ñõåì?

32. Ùî òàêå àíàëiç ðîáîòè êîíòàêòíî¨ ñõåìè òà ÿê âií ðåàëiçó¹-
òüñÿ?

33. Ùî òàêå ñèíòåç êîíòàêòíî¨ ñõåìè òà ÿê âií çäiéñíþ¹òüñÿ?

34. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ çaäà÷à ïîáóäîâè íàéïðîñòiøî¨ êîíòàêòíî¨ ñõå-
ìè?

35. ßê ðåàëiçó¹òüñÿ â êîíòàêòíié ñõåìi

à) ïàðàëåëüíå ñïîëó÷åííÿ êîíòàêòiâ;

á) ïîñëiäîâíå ñïîëó÷åííÿ êîíòàêòiâ?

36. ßêèìè ñòðóêòóðíèìè ôîðìóëàìè îïèñó¹òüñÿ ïàðàëåëüíå òà
ïîñëiäîâíå ñïîëó÷åííÿ êîíòàêòiâ?

37. ßêà iäåÿ âèêîðèñòàííÿ ñõåì â êîíñòðóêöiÿõ ñó÷àñíèõ ÅÎÌ òà
ÿê öi ñõåìè íàçèâàþòüñÿ? Ç ÷îãî âîíè ñêëàäàþòüñÿ?

38. Ïðîàíàëiçóâàòè ðîáîòó íàñòóïíèõ êîíòàêòíèõ ñõåì, ñêëàâøè
âiäïîâiäíi ¨ì ñòðóêòóðíi ôîðìóëè, ñïðîñòèòè ¨õ òà íàìàëþâà-
òè ñïðîùåíi åêâiâàëåíòíi ïî÷àòêîâèì ñõåìè:
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Ìàë. 1.12.

39. Êîæíèé ÷ëåí êîìiòåòó ç òðüîõ îñiá ãîëîñó¹ øëÿõîì íàòèñêàí-
íÿ êíîïêè, ÿêà çàìèêà¹ ïåðåìèêà÷, ðîçòàøîâàíèé ïiä ñòîëîì,
çà ÿêèì âií ñèäèòü. Çàìèêàþ÷è ïåðåìèêà÷, âií ãîëîñó¹

”
çà“,

ðîçìèêàþ÷è �
”
ïðîòè“. Íàêðåñëèòè ñõåìó, ÿêà á çàìèêàëàñü

(ëàìïî÷êà çàñâiòèëàñÿ) ùîðàçó, êîëè áiëüøiñòü ÷ëåíiâ ïðîãî-
ëîñóþòü

”
çà“.

40. Ó âåëèêié çàëi íà êîæíié ç ÷îòèðüîõ ñòií ðîçòàøîâàíèé ïåðå-
ìèêà÷. Ïîáóäóâàòè òàêó ñõåìó, ùîá â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ìî-
æíà áóëî âêëþ÷èòè àáî âèêëþ÷èòè ñâiòëî â çàëi ïîâîðîòîì
ëèøå îäíîãî äîâiëüíîãî ïåðåìèêà÷à.

41. * Íà êîæíîìó ç äâîõ ïîâåðõiâ äâîïîâåðõîâîãî áóäèíêó ðîçòà-
øîâàíèé ïåðåìèêà÷. Ïîáóäóâàòè òàêó ñõåìó, ùîá â áóäü-ÿêèé
ìîìåíò ìîæíà áóëî áè âêëþ÷èòè àáî âèêëþ÷èòè ëàìïî÷êó,
ùî ðîçòàøîâàíà â êîðèäîði ìiæ ïîâåðõàìè, ïîâîðîòîì ëèøå
îäíîãî äîâiëüíîãî ïåðåìèêà÷à. ßê óçàãàëüíèòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ
äàíî¨ çàäà÷i ç ìåòîþ åêîíîìi¨ ñâiòëà ó âèïàäêó áiëüøî¨ êiëü-
êîñòi ïîâåðõiâ, ïðè÷îìó íà êîæíîìó ïîâåðñi ¹ ëàìïî÷êà?
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5.6 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

15. Âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi 5.1.1 � 5.1.17, âëàñòèâîñòi
5.1.18, 5.1.19 íå âèêîíóþòüñÿ. Òîìó áóëüîâà àëãåáðà íåðåãóëÿðíà.

16. Âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi 5.1.1 � 5.1.19. Òîìó àëãåáðà ¹
áóëüîâîþ i ðåãóëÿðíîþ.

17. Âñi ðiâíîñòi êðiì ¹), � ïðàâèëüíi. Äâî¨ñòèìè äî çàäàíèõ
ðiâíîñòåé ¹ âiäïîâiäíî òàêi:

à) (A ∪B′) ∪ (B ∪A′) = (AB) ∪ (A ∪B)′;
á) A ∪ (B ∪ C ′) = (A ∪B) ∪ (A ∪ C)′;
â) (AB) ∪ C ′ = (A ∪ C ′)(B ∪ C ′);
ã) (A ∪B)(A ∪B)′ = ∅;
ä) (A ∪B)(A′ ∪B)(A ∪B′) = AB;
å) (A ∪B ∪ C)(A′ ∪B ∪ C)B′C ′ = ∅;
¹) (AB′) ∪ (A′C) ∪ (B′D)′ = U ;
æ) (A ∪B′ ∪ (A′B))′ = ∅;
ç) ((AB)′ ∪ (A′B′))′ = AB;
è) (A′B′C)′(A′B)′(A′C) = ∅;
i) ((A′ ∪B′) ∪ (A′B′))′ = AB;
¨) (AB)(B′ ∪A)(A′ ∪B) = A ∩B.
18.
à) (ab) ∨ (ba) ≡ (a ∨ b)(ab); (a ∨ b)(b ∨ a) ≡ ab ∨ a ∨ b;
á) a(bc) ≡ (ab)ac; a ∨ (b ∨ c) ≡ (a ∨ b) ∨ a ∨ c;
â) (a ∨ b)c ≡ ac ∨ bc; ab ∨ c ≡ (a ∨ c)(b ∨ c);
ã) (ab) ∨ ab ≡ T ; (a ∨ b)(a ∨ b) ≡ F ;
ä) (ab) ∨ (ab) ∨ (ab) ≡ a ∨ b; (a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b) ≡ ab;
å) (abc) ∨ (abc) ∨ b ∨ c ≡ T ; (a ∨ b ∨ c)(a ∨ b ∨ c)bc ≡ F ;
¹) (a ∨ b)(a ∨ c)b ∨ d ≡ F ; (ab) ∨ (ac) ∨ bd ≡ T ;
æ) (ab(a ∨ b)) ≡ T ; a ∨ b ∨ ab ≡ F ;
ç) a ∨ b(a ∨ b) ≡ a ∨ b; ab ∨ ab ≡ ab;
è) a ∨ b ∨ c ∨ a ∨ b ∨ (a ∨ c) ≡ T ; (abc)(ab)(ac) ≡ F ;
i) (ab)(a ∨ b) ≡ a ∨ b; (a ∨ b) ∨ (ab) ≡ ab;
¨) (a ∨ b) ∨ (ba) ∨ (ab) ≡ a ∨ b, (ab)(b ∨ a)(a ∨ b) ≡ ab.
19. Âêàçàíi ñïiââiäíîøåííÿ ïðàâèëüíi, êðiì å). Äâî¨ñòèìè äî

íèõ âiäïîâiäíî ¹ òàêi:
à) (p ∨ q)(q ∨ p)p q ≡ F ;

116



Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ

á) pq ≡ p ∧ q;
â) (p ∨ q)(p ∨ q)(p ∨ q)(p ∨ q) ≡ F ;
ã) (p ∨ q)(q ∨ p)(p q) ≡ F ;
ä) (p(q ∨ r)) ∨ (p(q ∨ r)) ≡ q ∨ r;
å) (p ∨ q)r(p ∨ q)q ≡ F ;
¹) (pq) ∨ (pr) ≡ (p ∨ r)(p ∨ q)(q ∨ r);
æ) (p ∨ q ∨ r ∨ s)(p ∨ q ∨ r ∨ s)(p ∨ q ∨ r)(p ∨ q) ≡ p;
ç) (p ∨ q ∨ r ∨ s)(p ∨ q ∨ r ∨ s)(p ∨ q ∨ r)(p ∨ q) ≡ p.
20. Âiäïîâiäíî äâî¨ñòèìè äî âêàçàíèõ ðiâíîñòåé ¹ òàêi:
à) (A ∪B′ ∪ C)(A′ ∪B′ ∪ C)(B ∪ C) = C;
á) (A ∪B ∪ C)′(A′ ∪B′ ∪ C)(A′ ∪ (B ∩A′)) = A′ ∩B′ ∩ C ′;
â) (A ∪B)(A′ ∪B)(A ∪B′) = AB;
ã) (A′ ∪B′ ∪ C ′)(A′ ∪B′ ∪ C)(B′ ∪ C)(B′ ∪A) = B′;
ä) (A(A′ ∪B)) ∪ (A′(B′ ∪A)) = (AB) ∪ (B′A′);
å) (ABC)′(AB′)′(A′ ∪B′ ∪ C) = A′.
Âêàçiâêà. Äîâåäåííÿ âêàçàíèõ ñïiââiäíîøåíü i òèõ, ùî âiäìi-

÷åíi ó âïðàâàõ 17 � 23, ïðîâîäÿòüñÿ íà îñíîâi âëàñòèâîñòåé âiäïî-
âiäíèõ îïåðàöié ç àëãåáðè âèñëîâëåíü òà àëãåáðè ìíîæèí.

21. Âiäïîâiäíî äâî¨ñòèìè ðiâíîñèëüíîñòÿìè ¹ òàêi:
à) (pqr) ∨ (pqr) ∨ pq ∨ p ≡ T ;
á) (p ∨ pq)p ∨ q ≡ F ;
â) (p ∨ q)(p ∨ q)(p ∨ q) ≡ pq;
ã) (p ∨ q)(p ∨ r)(p ∨ q ∨ r)(p ∨ q) ≡ pr;
ä) ((((p ∨ q) ∨ (s ∨ r))pr) ∨ p)pr ≡ p;
å) (pq r s)(p ∨ q ∨ r ∨ s)(pqr) ≡ p ∨ q.
22. Íà ìîâi âèñëîâëåíü âiäïîâiäíi ñïiââiäíîøåííÿ òà äâî¨ñòi äî

íèõ iç âïðàâè 20 áóäóòü òàêèìè:
à) abc ∨ abc ∨ bc ≡ c (a ∨ b ∨ c)(a ∨ b ∨ c)(b ∨ c) ≡ c;
á) abc∨a bc∨a(b∨a) ≡ a∨ b∨c; (a ∨ b ∨ c)(a∨ b∨c)(a∨ ba) ≡ a b c;
â) ab ∨ ab ∨ ab ≡ a ∨ b; (a ∨ b)(a ∨ b)(a ∨ b) ≡ ab;
ã) abc ∨ abc ∨ bc ∨ ba ≡ b; (a ∨ b ∨ c)(a ∨ b ∨ c)(b ∨ c)(b ∨ a) ≡ b;
ä) (a∨ ab)(a∨ ba) ≡ (a∨ b)(b∨ a); (a(a∨ b))∨ (a(b∨ a)) ≡ ab∨ ba;
å) (a ∨ b ∨ c) ∨ (a ∨ b) ∨ (abc) ≡ a; (abc)(ab)(a ∨ b ∨ c) ≡ a.
23. Íà ìîâi àëãåáðè ìíîæèí ðiâíîñèëüíîñòi ç âïðàâè 21 òà äâî-

¨ñòi äî íèõ ïðèéìóòü âiäïîâiäíî âèãëÿä òàêèõ ðiâíîñòåé:
à) (P ∪Q ∪R)(P ∪Q ∪R′)(P ∪Q′)P ′ = ∅;
PQR ∪ PQR′ ∪ PQ′ ∪ P ′ = U ;
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á) P (P ∪Q) ∪ (PQ)′ = U ; (P ∪ PQ)(P ∪Q)′ = ∅;
â) (PQ) ∪ P ′Q′ ∪ P ′Q = P ′ ∪Q;
(P ∪Q)(P ′ ∪Q′)(P ′ ∪Q) = P ′Q;
ã) PQ ∪ P ′R ∪ P ′Q′R ∪ PQ′ = P ∪R;
(P ∪Q)(P ′ ∪R)(P ′ ∪Q′ ∪R)(P ∪Q′) = PR;
ä) ((PQ)(SR) ∪ P ∪R)P ′ ∪ (P ∪R)′ = P ′;
((((P ∪Q) ∪ (S ∪R))PR) ∪ P ′)(PR)′ = P ′;
e) (P ∪Q′ ∪R′ ∪ S′)′ ∪ (P ′QRS′) ∪ (P ∪Q′ ∪R)′ = P ′Q;
(PQ′R′S′)′(P ′ ∪Q ∪R ∪ S′)(PQ′R)′ = P ′ ∪Q.
38.
a) Âiäïîâiäíà ñòðóêòóðíà ôîðìóëà êîíòàêòíî¨ ñõåìè ìà¹ òàêèé

âèãëÿä: Φ(x, y, z) ≡ xy z ∨ xyz ∨ x y z. Ó ðåçóëüòàòi ñïðîùåííÿ öÿ
ôîðìóëà ïðèéìå òàêèé âèãëÿä: Φ(x, y, z) ≡ xyz ∨ y z. Öié ôîðìóëi
âiäïîâiäà¹ åêâiâàëåíòíà ñõåìà íà (ìàë. 1.13):

Ìàë. 1.13.

á) Φ(x, y, z) ≡ xyz ∨ xyz ∨ x yz ∨ xyz. Ó ðåçóëüòàòi ñïðîùåííÿ
ìà¹ìî Φ(x, y, z) ≡ xy∨yz. Îñòàííié ñòðóêòóðíié ôîðìóëi âiäïîâiäà¹
êîíòàêòíà ñõåìà íà (ìàë. 1.14):

Ìàë. 1.14.

â) Φ(x, y, z) ≡ y((x ∨ yz)(yz ∨ x) ∨ yz)(yz ∨ yz). Ñïðîùåíà ñòðó-
êòóðíà ôîðìóëà ìàòèìå òàêèé âèãëÿä: Φ(x, y, z) ≡ yz. Öié ôîðìóëi
âiäïîâiäà¹ êîíòàêòíà ñõåìà (äèâ. ìàë. 1.15):

39. Φ(x, y, z) ≡ x(y∨ z)∨ yz. Êîíòàêòíà ñõåìà ìàòèìå âèãëÿä ÿê
íà (ìàë. 1.16):
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Ìàë. 1.15.

Ìàë. 1.16.

40. Êîíòàêòíà ñõåìà ìàòèìå âèãëÿä ÿê íà (ìàë. 1.17):
Âiäïîâiäíà ñòðóêòóðíà ôîðìóëà òàêà: Φ(x1, x2, x3, x4) ≡ (x1x2 ∨

Ìàë. 1.17.

x1x2)(x3x4 ∨ x3x4) ∨ (x1x2 ∨ x1x2)(x3x4 ∨ x3x4).
41. Êîíòàêòíà ñõåìà äëÿ äâîïîâåðõîâîãî áóäèíêó òàêà ÿê íà

(ìàë. 1.18): Âiäïîâiäíà ñòðóêòóðíà ôîðìóëà òàêà: Φ(x, y) ≡ xy∨xy.

Ìàë. 1.18.
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6 Ñèñòåìà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë; ìåòîä ìà�

òåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà éîãî çàñòîñóâàí�

íÿ

1. Ñèñòåìà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ÿê âïîðÿäêîâàíå íàïiâêiëüöå.
2. Àêñiîìè Ïåàíî.
3. Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ðiçíi ôîðìè iíäóêöi¨.
4. Ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà éîãî çàñòîñóâàííÿ äî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷.
5. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
6. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

6.1 Ñèñòåìà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ÿê âïîðÿäêîâàíå

íàïiâêiëüöå

1. Âiäîìî, ùî â ìàòåìàòèöi äëÿ äîñëiäæåííÿ êiëüêiñíèõ ñïiâ-
âiäíîøåíü â ðåàëüíîìó ñâiòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê îäíå iç îñíîâíèõ
iíñòðóìåíòiâ ÷èñëî. Íå âäàþ÷èñü â äåòàëi â÷åííÿ ïðî ÷èñëà, âiä-
ìiòèìî ëèøå, ùî îñíîâîþ ïîáóäîâè áóäü-ÿêèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì ¹
íàòóðàëüíi ÷èñëà. Â ìàòåìàòèöi ïðè ïîáóäîâi ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ
÷èñåë ¹ ðiçíi ïiäõîäè. Â ïåðøó ÷åðãó � öå âèäiëåííÿ êiëüêiñíî¨ õà�
ðàêòåðèñòèêè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (êiëüêîñòi åëåìåíòiâ êëàñó
ñêií÷åííèõ ìíîæèí, òîáòî, ãîâîðÿòü, ïîòóæíîñòi ìíîæèíè). Êðiì
êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, äëÿ âèâ÷åííÿ íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë ââîäèòüñÿ ïîðÿäêîâà õàðàêòåðèñòèêà íàòó�
ðàëüíîãî ÷èñëà � öå âiäíîøåííÿ ñëiäóâàííÿ, äëÿ ÿêîãî ìàþòü
ìiñöå ñïåöiàëüíi óìîâè � àêñiîìè Ïåàíî.

2. Ââåäåìî ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ÿê äåÿêå âïîðÿä-
êîâàíå íàïiâêiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 6.1.1. Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà âèäó (N; +, ·,6) íàçèâà�
¹òüñÿ ñèñòåìîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêùî àëãåáðà (N; +, ·) ç äâîìà
áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ + i ìíîæåííÿ · ¹ êîìóòàòèâíèì
íàïiâêiëüöåì ç îäèíèöåþ 1 ∈ N, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøå�
ííÿ

1. (∀a, b, c ∈ N)((a+ b) + c = a+ (b+ c)) � àñîöiàòèâíiñòü +;
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2. (∀a, b, c ∈ N)((a · b) · c = a · (b · c)) � àñîöiàòèâíiñòü ·;

3. (∀a, b ∈ N)(a+ b = b+ a) � êîìóòàòèâíiñòü +;

4. (∀a, b ∈ N)(a · b = b · a) � êîìóòàòèâíiñòü ·;

5. (∀a ∈ N)(1 · a = a · 1 = a) 1 ∈ N � îäèíèöÿ â íàïiâêiëüöi
(N; +, ·), òîáòî 1 � íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨ ·;

6. (∀a, b, c ∈ N)(a(b+ c) = ab+ ac ∧ (b+ c)a = ba+ ca) � äèñòðè�
áóòèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ,

a 6 ¹ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ëiíiéíîãî ïîðÿäêó â àëãåáði
(N; +, ·), ðåãóëÿðíèì âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ
òà ïîâíèì íà ìíîæèíi N, òîáòî ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøå�
ííÿ

7. (∀a ∈ N)(a 6 a) � ðåôëåêñèâíiñòü âiäíîøåííÿ 6, äå a 6 b
îçíà÷à¹ (a < b∨a = b), a < b îçíà÷à¹, ùî b = a+c äëÿ äåÿêîãî
c ∈ N;

8. (∀a, b, c ∈ N)(a 6 b ∧ b 6 c→ a 6 c) � òðàíçèòèâíiñòü 6;

9. (∀a, b ∈ N)(a 6 b ∧ b 6 a→ a = b) � àíòèñèìåòðè÷íiñòü 6;

10. (∀a, b, c ∈ N)(a 6 b→ a+ c 6 b+ c) � ðåãóëÿðíiñòü 6 âiäíîñíî
äîäàâàííÿ;

11. (∀a, b, c ∈ N)(a 6 b → ac 6 bc) � ðåãóëÿðíiñòü 6 âiäíîñíî
ìíîæåííÿ;

12. (∀a, b ∈ N)(a 6 b ∨ b 6 a) � ëiíiéíiñòü ïîðÿäêó 6;

13. (∀A ⊂ N)(A 6= ∅ → (∃a ∈ A)(∀b ∈ A)(a 6 b)) � ïîâíîòà
ïîðÿäêó 6, ÿêà âêàçó¹ íà òå, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíî�
æèíà âîëîäi¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì.

3. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îäèíèöÿ 1 ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì äî-
âiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ N, ÿêà ìiñòèòü öþ îäèíèöþ, ïðè÷îìó äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ N âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

a < a+ 1;
1 6 a,
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à åëåìåíòè a i a′ = a + 1 íàçèâàþòüñÿ ñóñiäíiìè â ñèëó òîãî, ùî
ìiæ åëåìåíòàìè a i a′ íå iñíó¹ òàêèõ åëåìåíòiâ b, ùîá âèêîíóâàëèñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ a < b < a′. Îñòàíí¹ âêàçó¹ íà òå, ùî ìíîæèíà N
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äèñêðåòíà.

Ìîæíà òàêîæ ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ N
çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò n ∈ N, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

a < nb,

ÿêó íàçèâàþòü íåðiâíiñòþ Àðõiìåäà.

4. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî â ðîçãëÿäóâàíié ñèñòåìi íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë ââîäÿòüñÿ ÷àñòêîâi áiíàðíi îïåðàöi¨, îáåðíåíi âiäïîâiäíî
äî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ � öå îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ − òà
äiëåííÿ :, à ñàìå:

1. ßêùî a < b, òî ðiçíèöåþ b − a åëåìåíòiâ b i a ç ìíîæèíè N
¹ òàêèé åëåìåíò c ∈ N, ùî b = a+ c, òîáòî

c
df
= b− a df⇐⇒ (b = a+ c ∧ a < b);

ÿêùî æ b 6 a, òî ðiçíèöÿ b− a íå âèçíà÷åíà.
2. ×àñòêîþ a : b åëåìåíòiâ a, b ∈ N ¹ òàêèé åëåìåíò c ∈ N, ùî

a = bc, òîáòî

c
df
= a : b

df⇐⇒ (a = bc ∧ c ∈ N).

Ïðè äåòàëüíîìó äîñëiäæåííi âñiõ âêàçàíèõ ÷îòèðüîõ îïåðàöié
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âîíè âîëîäiþòü öiëèì ðÿäîì öiêàâèõ âëàñòèâî-
ñòåé, ÿêi áóäóòü äåòàëüíî âèâ÷àòèñÿ â ðîçäiëi

”
Òåîðiÿ öiëèõ ÷èñåë“

êóðñó
”
Àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë“. Âiäìiòèìî ëèøå, ùî öi îïåðàöi¨

âîëîäiþòü, íàïðèêëàä, âëàñòèâîñòÿìè ñêîðî÷åííÿ, à ñàìå � äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ N ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

a± c = b± c⇒ a = b;
ac = bc⇒ a = c;

a : c = b : c⇒ a = b.

6.2 Àêñiîìè Ïåàíî

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî âèùå, ââåäåííÿ ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ
÷èñåë ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ àêñiîì Ïåàíî (1858 ð. �
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1932 ð.). Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì ïðè ðîçãëÿäi öèõ àêñiîì ¹ âiäíîøåí�
íÿ ñëiäóâàííÿ, íàñòóïíîñòi, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ðîçêðèâà¹òüñÿ
ïîðÿäêîâà õàðàêòåðèñòèêà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Ïðè öüîìó òîé åëå-
ìåíò, ÿêèé ñëiäó¹ çà åëåìåíòîì a, ïîçíà÷àòèìåìî çà äîïîìîãîþ a′;
òîäi ãîâîðÿòü òàêîæ, ùî åëåìåíò a ïåðåäó¹ åëåìåíòó a′, ÿêèé ¹ íà-
ñòóïíèì äëÿ a.

Îçíà÷åííÿ 6.2.1. Ìíîæèíà N, ó ÿêié ââåäåíî âiäíîøåííÿ ñëi�
äóâàííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêùî ìà�
þòü ìiñöå òàêi ÷îòèðè àêñiîìè:

1. Iñíó¹ òàêèé åëåìåíò â ìíîæèíi N, ÿêèé íå ñëiäó¹ íi çà æî�
äíèì iíøèì åëåìåíòîì ç N; öåé åëåìåíò ïîçíà÷àþòü çà äî�
ïîìîãîþ ñèìâîëó 1 i íàçèâàþòü îäèíèöåþ ñèñòåìè íàòó�
ðàëüíèõ ÷èñåë, òîáòî 1 6= a′ äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ N;

2. Çà áóäü-ÿêèì åëåìåíòîì a ∈ N ñëiäó¹ ¹äèíèé åëåìåíò a′ ∈ N;

3. Êîæíîìó íàñòóïíîìó åëåìåíòó a′ ∈ N\{1}, êðiì îäèíèöi 1,
ïåðåäó¹ ¹äèíèé âiäïîâiäíèé åëåìåíò a ∈ N;

4. (Aêñiîìà iíäóêöi¨). Äîâiëüíà ïiäìíîæèíà M ⊂ N, ÿêà ìi�
ñòèòü îäèíèöþ i ç êîæíèì åëåìåíòîì a ∈ M ìiñòèòü íà�
ñòóïíèé åëåìåíò a′ ∈M , ñïiâïàäà¹ ç óñi¹þ ìíîæèíîþ N.

Íà ìîâi áiíàðíèõ âiäíîøåíü àêñiîìè Ïåàíî ìîæíà ïîäàòè áiëüø
êîìïàêòíî, à ñàìå. Íåõàé âiäíîøåííÿ ñëiäóâàííÿ íà ìíîæèíi N
ïîçíà÷èìî çà äîïîìîãîþ îäíîðiäíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ f ⊂
⊂ N× N òàêîãî, ùî

(a1; a2) ∈ f df⇐⇒ a2 = a′1

äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a1, a2 ∈ N. Òîäi:
àêñiîìà 1 îçíà÷à¹, ùî 1 /∈ f̆(N);
àêñiîìà 2 îçíà÷à¹, ùî f ¹ ôóíêöi¹þ, çàäàíîþ íà ìíîæèíi N;
àêñiîìà 3 îçíà÷à¹, ùî f ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ç ìíî-

æèíîþ çíà÷åíü f̆(N) = N \ {1};
àêñiîìà 4 (àêñiîìà iíäóêöi¨) îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíà ïiäìíîæèíà

M ⊂ N, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (1 ∈ M ∧ f̆(M) ⊂ M), ñïiâïàäà¹ ç
óñi¹þ ìíîæèíîþ N, òîáòî M = N.
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Áiëüø êîðîòêî öi àêñiîìè ìîæíà áóëî áè âèðàçèòè òàê: íà ìíî-
æèíi N ç âèäiëåíèì åëåìåíòîì 1 ∈ N ìîæíà çàäàòè òàêå áiíàðíå
âiäíîøåííÿ f ⊂ N × N, ùî f ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ N i N \ {1} òàêîþ, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè M ⊂ N âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

1 ∈M ∧ f̆(M) ⊂M ⇒M = N.

Âïåðøå, i â äåùî iíøîìó âèãëÿäi, öi àêñiîìè çàïðîïîíóâàâ iòà-
ëiéñüêèé ìàòåìàòèê i ëîãiê Äæóçåïïå Ïåàíî ó 1891 ð., ÿêèé ðîç-
ãëÿäàâ öi àêñiîìè íà ìíîæèíi N0 = N ∪ {0} ç íóëåì 0.

2. Íà áàçi ðîçãëÿíóòèõ âèùå àêñiîì íà ìíîæèíi N íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë ââîäÿòüñÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, âiäíîøå-
ííÿ ïîðÿäêó < òà äîâîäÿòüñÿ ¨õ âëàñòèâîñòi:

à) êîæíié ïàði (a; b) åëåìåíòiâ âiäïîâiäà¹ òàêèé ¹äèíèé åëåìåíò
a+ b ∈ N, ùî

a+ 1
df
= a′; a+ b′

df
= (a+ b)′;

á) êîæíié ïàði (a; b) åëåìåíòiâ a, b ∈ N âiäïîâiäà¹ òàêèé ¹äèíèé
åëåìåíò a · b ∈ N, ùî

a · 1 df
= a; ab′

df
= ab+ a;

â) a < b
df⇐⇒ (∃c ∈ N)(b = a+ c), äå a, b ∈ N � äîâiëüíi åëåìåíòè

ìíîæèíè N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
Çàóâàæèìî, ùî àêñiîìà iíäóêöi¨, ìîæíà ïîêàçàòè, ðiâíîñèëüíà

ïîâíîòi ïîðÿäêó 6, ââåäåíié ðàíiøå i ÿêó ùå íàçèâàþòü ïðèíöè�
ïîì íàéìåíøîãî ÷èñëà.

6.3 Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ðiçíi ôîðìè

iíäóêöi¨

1. Àêñiîìà iíäóêöi¨ ¹ îñíîâîþ ìåòîäó äîâåäåííÿ â ìàòåìàòèöi,
ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Öåé
ìåòîä äîâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü áàçó¹òüñÿ íà òàê çâàíî-
ìó ïðèíöèïi ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ÿêèé ¹ îäíèì ç
îñíîâíèõ òâåðäæåíü â ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi. Öåé ïðèíöèï ¹ ïî ñóòi
ïåðåôðàçóâàííÿì àêñiîìè iíäóêöi¨ i ìà¹ âèãëÿä òàêî¨ òåîðåìè:
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Òåîðåìà 6.3.1. Íåõàé òâåðäæåííÿ T (n), ùî ìà¹ ôîðìó îäíî�
ìiñíîãî ïðåäèêàòà iç çìiííîþ n ∈ N, çàäàíîãî íà ìíîæèíi N íà�
òóðàëüíèõ ÷èñåë, çàäîâîëüíÿ¹ äâîì óìîâàì:

1. T (1) iñòèííî, òîáòî îäèíèöÿ 1 çàäîâîëüíÿ¹ ïðåäèêàò T (n);
2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N ç iñòèííîñòi T (k) âè�

ïëèâà¹ iñòèííiñòü T (k + 1).
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n iñòèííî òâåðäæåííÿ T (n).

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ ç àêñiîìè iíäóêöi¨. Äié-

ñíî, íåõàé T
df
= {n ∈ N|T (n)} ⊂ N� ìíîæèíà iñòèííîñòi òâåðäæåííÿ

T (n). Íà îñíîâi 1 ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî, ùî 1 ∈ T , à íà îñíîâi 2
âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N ìà¹ìî k + 1 ∈ T ,
ÿêùî k ∈ T . Òîìó íà îñíîâi àêñiîìè iíäóêöi¨ ðîáèìî âèñíîâîê ïðî
òå, ùî T = N, òîáòî äîâiëüíå íàòóðàëüíå n ∈ T çàäîâîëüíÿ¹ òâåð-
äæåííÿ T (n) i, îòæå, T (n) iñòèííå �

Ç âèêîðèñòàííÿì åëåìåíòiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè öåé ïðèíöèï
ìîæíà ïîäàòè ó òàêié ñèìâîëi÷íié ôîðìi:

(T (1) ∧ (∀k ∈ N)(T (k)→ T (k + 1)))⇒ (∀n ∈ N)T (n).

2. Êðiì ðîçãëÿíóòîãî âèùå â (òåîðåìi 6.3.1) ïðèíöèïó ïîâ�
íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ÿêèé ùå íàçèâàþòü îñíîâíîþ ôîðìîþ
ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ìàþòü òàêîæ ìiñöå i iíøi ôîðìè
öüîãî ïðèíöèïó òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ, ùî âèïëèâàþòü ç àêñiîìè iíäó-
êöi¨ òà ïðèíöèïó íàéìåíøîãî ÷èñëà, ÿêèé, ÿê âêàçóâàëîñÿ âèùå, ¹
ïåðåôðàçîâêîþ ïîâíîòè ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó 6, ââåäåíîãî ðàíiøå
íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Âiäìiòèìî äåÿêi ç íèõ ó âèãëÿäi
íàñòóïíèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 6.3.2. (Óçàãàëüíåííÿ îñíîâíî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ìàòå�
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨). ßêùî òâåðäæåííÿ T (k0) iñòèííî äëÿ ïåâíîãî
íàòóðàëüíîãî k0 ∈ N i äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N òàêîãî,
ùî k0 6 k, ç ïðèïóùåííÿ iñòèííîñòi T (k) âèïëèâà¹ iñòèííiñòü
T (k+1), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N òàêîãî, ùî k0 6 n,
iñòèííî òâåðäæåííÿ T (n).

Ñèìâîëi÷íî öå óçàãàëüíåííÿ ìîæíà âèðàçèòè òàê: (k0 ∈ N ∧
∧ T (k0) ∧ (∀k ∈ N)(k0 6 k ∧ T (k) → T (k + 1))) ⇒ (∀n ∈ N)(k0 6
6 n→ T (n)).
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Òåîðåìà 6.3.3. (Äðóãà ôîðìà ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó�
êöi¨). Íåõàé òâåðäæåííÿ T (n), äå n ∈ N, ÿêå çàäàíå íà ìíîæèíi
N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, çàäîâîëüíÿ¹ äâîì óìîâàì:

1. T (1) iñòèííî;
2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N ç ïðèïóùåííÿ iñòèííî�

ñòi T (m) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ m < k âèïëèâà¹ iñòèííiñòü T (k).
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N iñòèííî òâåðäæåííÿ

T (n).

Ñèìâîëi÷íî öÿ äðóãà ôîðìà ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
ìàòèìå òàêèé âèãëÿä: (T (1)∧ (∀k ∈ N)((∀m ∈ N)(m < k → T (m))→
T (k)))⇒ (∀n ∈ N)T (n).

Òåîðåìà 6.3.4. (Óçàãàëüíåííÿ äðóãî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ìàòå�
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨). Íåõàé òâåðäæåííÿ T (n), äå n ∈ N, ÿêå çàäàíå
íà ìíîæèíi N \ {1, 2, ..., k0 − 1} íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äå k0 ∈ N �
ïåâíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, çàäîâîëüíÿ¹ äâîì óìîâàì:

1. T (k0) � iñòèííî;
2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k ∈ N ç ïðèïóùåííÿ iñòèííî�

ñòi T (m), äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k0 6 m < k âèïëèâà¹ iñòèííiñòü
T (k).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N òàêîãî, ùî k0 6 n,
iñòèííî òâåðäæåííÿ T (n).

Ñèìâîëi÷íî öå óçàãàëüíåííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä: (k0 ∈ N ∧
∧ (∀k ∈ N)((∀m)(k0 6 m < k → T (m)) ∧ k0 < k → T (k))) ⇒ (∀n ∈
∈ N)(k0 6 n→ T (n)).

6.4 Ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà éîãî

çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷

1. ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, íà îñíîâi ïðèíöèïó ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨  ðóíòó¹òüñÿ îäèí iç âàæëèâèõ ìåòîäiâ äîâåäåííÿ ìà-
òåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü � öå ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó�
êöi¨, ÿêèé ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî îá ðóíòóâà-
ííÿ ïåâíî¨ âèñóíóòî¨ ãiïîòåçè.

Ñõåìà çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó íàñòóïíà. Íåõàé ñôîðìó-
ëüîâàíà ó âèãëÿäi ìàòåìàòè÷íîãî òâåðäæåííÿ T (n), äå n ∈ N � äî-
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âiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïåâíà ãiïîòåçà, iñòèííiñòü ÿêî¨ ñëiä âñòà-
íîâèòè äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N. Äîâåäåííÿ iñòèííîñòi
òàêîãî òâåðäæåííÿ T (n) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N âèêî-
íóþòü çà äîïîìîãîþ òàêèõ òðüîõ êðîêiâ (ìà¹òüñÿ íà óâàçi âèêî-
ðèñòàííÿ îñíîâíî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨):

1. Áàçà iíäóêöi¨ � ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, âñòàíîâëþ¹òüñÿ iñòèííiñòü
òâåðäæåííÿ T (1);

2. Êðîê iíäóêöi¨ � ðîáèòüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî iñòèííiñòü òâåð-
äæåííÿ T (k), äå k ∈ N� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, i íà éîãî îñíîâi
äîâîäèòüñÿ iñòèííiñòü òâåðäæåííÿ T (k + 1);

3. Âèñíîâîê � íà îñíîâi ïåðøèõ äâîõ êðîêiâ òà ïðèíöèïó ìà-
òåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ðîáèòüñÿ âèñíîâîê ïðî òå, ùî òâåðäæåííÿ T (n)
iñòèííå äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N.

Çàóâàæèìî, ùî íà ïðàêòèöi, ïðè êîíêðåòíié ðåàëiçàöi¨ ìåòî-
äó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äëÿ òi¹¨ ÷è iíøî¨ çàäà÷i íàéáiëüø
ñêëàäíèì i ãðîìiçäêèì ¹ äðóãèé êðîê � êðîê iíäóêöi¨.

2. Äàíèé ìåòîä ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè äîñëiäæåííi
ðiçíîìàíiòíèõ òâåðäæåíü, çàäà÷, ÿêi ñèìâîëi÷íî ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi

(∀n ∈M ⊂ N)T (n)

àáî
(∀n ∈M ⊂ Z)T (n),

äå íåñêií÷åííà ìíîæèíà M , íà ÿêié çàäàíèé ïðåäèêàò T (n), ùî
âèðàæà¹ ïåâíå òâåðäæåííÿ, ¹ ïiäìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N
àáî öiëèõ ÷èñåë Z.

Öåé ìåòîä øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i ïðè äîâåäåííi öiëîãî ðÿäó
òåîðåì ç àëãåáðè, ãåîìåòði¨, ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, i ïðè äîâåäåííi
áàãàòüîõ òîòîæíîñòåé, íåðiâíîñòåé, i ïðè îá÷èñëåííi ðiçíîìàíiòíèõ
ñóì, äîáóòêiâ, i ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ íà ïîäiëüíiñòü öiëèõ ÷èñåë,
i ïðè äîñëiäæåííi ðiçíîìàíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé òîùî.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ iëþñòðàöi¨ ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ äåÿêèõ çà-
äà÷ iç ïåðåëi÷åíèõ âèùå òèïiâ.

Çàäà÷à 6.4.1. Âèâåñòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè ïåðøèõ
n íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òà ïîêàçàòè, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ñóìó Sn ïåðøèõ n íåïàðíèõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë 1, 3, 5, 7, ..., (2n − 1) ìîæíà ôîðìàëüíî çàïèñàòè ÿê
ñóìó ïåðåëi÷åíèõ n äîäàíêiâ, òîáòî

Sn = 1 + 3 + 5 + 7 + ...+ (2n− 1).

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá òàêó ñóìó çàïèñàòè ó âèãëÿäi äåÿêîãî
êîìïàêòíîãî âèðàçó A(n), ÿêèé äëÿ áóäü-ÿêîãî êîíêðåòíîãî çíà÷å-
ííÿ n0 ∈ N äà¹ ìîæëèâiñòü ëåãêî îá÷èñëèòè âiäïîâiäíó ñóìó Sn0

ïåðøèõ n0 íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Îñêiëüêè íàì íåâiäîìèé
âèãëÿä öüîãî âèðàçó A(n) â çàãàëüíîìó âèãëÿäi, òî îá÷èñëèìî ïåðø
çà âñå ñóìè S1, S2, S3, S4, S5, ..., çàìiòèìî çàêîíîìiðíiñòü â öié ïî-
ñëiäîâíîñòi ñóì, ùî äàñòü íàì ìîæëèâiñòü âèñóíóòè ãiïîòåçó ïðî
âèãëÿä ôîðìóëè äëÿ ñóìè äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N. Â
ðåçóëüòàòi áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü îòðèìà¹ìî:
S1 = 1 = 12;
S2 = 1 + 3 = 4 = 22;
S3 = (1 + 3) + 5 = 4 + 5 = 9 = 32;
S4 = (1 + 3 + 5) + 7 = 9 + 7 = 16 = 42;
S5 = (1 + 3 + 5 + 7) + 9 = 16 + 9 = 25 = 52;
....................................................................
Íà îñíîâi îòðèìàíèõ çíà÷åíü äëÿ ñóì S1, S2, S3, S4, S5, ... âèñóâà�
¹ìî ãiïîòåçó ïðî òå, ùî ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè Sn äëÿ
áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

Sn = n2.

Òåïåð îá ðóíòó¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü öi¹¨ ãiïîòåçè, çàñòîñóâàâøè
îñíîâíó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Áàçà iíäóêöi¨. S1 = 1 = 12 � iñòèíà.
Êðîê iíäóêöi¨. Íåõàé ôîðìóëà Sk = k2 iñòèííà äëÿ íàòóðàëü-

íîãî k ∈ N; äîâåäåìî, ùî âîíà iñòèííà äëÿ k + 1, òîáòî iñòèí-
íà ðiâíiñòü Sk+1 = (k + 1)2. Äiéñíî, ìà¹ìî: Sk+1 = Sk + (2(k +
+ 1)− 1) = k2 + (2k+ 2− 1) = k2 + 2k+ 1 = (k+ 1)2, ùî i òðåáà áóëî
ïîêàçàòè.

Âèñíîâîê. Íà îñíîâi ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà
âèêîíàííÿ áàçè i êðîêó iíäóêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Sn = 1 + 3 +
+ 5 + 7 + ...+ (2n− 1) = n2 äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äàíî¨ çàäà÷i ïî ñóòi ñêëàëîñÿ ç
òàêèõ åòàïiâ äîñëiäæåííÿ:
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� ñïîñòåðåæåííÿ, åêñïåðèìåíò � îá÷èñëèëè ñóìè S1, S2, S3, ... ç
ìåòîþ ïîøóêó çàãàëüíî¨ ôîðìè âèðàçó öèõ ñóì;

� âèñóíåííÿ ãiïîòåçè � ïîäàëè âèãëÿä ôîðìóëè äëÿ ñóìè Sn
ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n ∈ N;

� îá ðóíòóâàííÿ, äîâåäåííÿ iñòèííîñòi âèñóíóòî¨ ãiïîòåçè � çà-
ñòîñóâàëè ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Çàäà÷à 6.4.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N
÷èñëî an = 4n + 15n− 1 äiëèòüñÿ íà 9.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî îñíîâíó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Áàçà iíäóêöi¨. a1 = 41+15 ·1−1 = 4+15−1 = 18
...9, òîáòî a1 = 18

äiëèòüñÿ íà 9 � iñòèíà.

Êðîê iíäóêöi¨. Íåõàé ak
...9, òîáòî ak = 4k + 15k − 1 äiëèòüñÿ íà

9 � iñòèíà; ïîêàæåìî, ùî ak+1 = 4k+1 + 15(k + 1) − 1 äiëèòüñÿ íà
9 � òåæ iñòèíà, äå k ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ìà¹ìî:
ak+1 = 4k+1 + 15(k+ 1)− 1 = 4 · 4k + 15k+ 15− 1 = (4 · 4k + 4 · 15k−
−4)−3·15k+15+3 = 4·(4k+15k−1)−(45k−18) = 4·ak+9(−5k+2).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî îáèäâà äîäàíêè 4ak i −9 · (5k−2) îòðèìàíî¨ ñóìè
äiëÿòüñÿ íà 9. Òîìó òå, ùî ak+1 äiëèòüñÿ íà 9, ¹ òåæ iñòèíîþ.

Âèñíîâîê. Íà îñíîâi ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ i
òîãî, ùî áàçà i êðîê iíäóêöi¨ âèêîíóþòüñÿ, ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå,
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N ÷èñëî an = 4n + 15n − 1
äiëèòüñÿ íà 9 �

Çàäà÷à 6.4.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n âèêîíó¹�

òüñÿ ðiâíiñòü 12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî äî äàíî¨ çàäà÷i òåæ îñíîâíó ôîðìó
ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Íåõàé Sn = 12 + 22 + 32 +
+ ...+ n2 � ñóìà êâàäðàòiâ ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Áàçà iíäóêöi¨. S1 = 12 = 1 =
1 · (1 + 1)(2 · 1 + 1)

6
=

1 · 2 · 3
6

= 1

� iñòèíà.
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Êðîê iíäóêöi¨. Íåõàé Sk = 12 + 22 + 32 + ... + k2 =

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
� iñòèíà. Ïîêàæåìî, ùî Sk+1 = 12 + 22 + 32 +

+ ... + (k + 1)2 =
(k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1)

6
òåæ iñòèíà, äå

k ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ñïðàâäi, ìà¹ìî: Sk+1 =
= (12 + 22 + 32 + ... + k2) + (k + 1)2 = Sk + (k + 1)2 =

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 =

k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6
=

=
(k + 1)(k(2k + 1) + 6(k + 1))

6
=

(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6
=

=
(k + 1)(2k + 3)(k + 2)

6
=

(k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1)

6
, ùî i

òðåáà áóëî ïîêàçàòè.
Âèñíîâîê. Íà îñíîâi áàçè i êðîêó iíäóêöi¨ òà ïðèíöèïó ïîâíî¨

ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Sn = 12 + 22 + 32 + ...+

+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N.

Çàäà÷à 6.4.4. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N
òàêîãî, ùî n > 2, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ ...+

+
1

(n− 1) · n
<

1

2
.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî äî öi¹¨ çàäà÷i óçàãàëüíåííÿ îñíîâíî¨
ôîðìè ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ââåäåìî ïîçíà÷åí-

íÿ Sn =
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ ...+

1

(n− 1) · n
, äå 3 6 n ∈ N � äîâiëüíå

íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà 2.

Áàçà iíäóêöi¨. S3 =
1

2 · 3
=

1

2
− 1

3
<

1

2
� iñòèíà.

Êðîê iíäóêöi¨. Íåõàé Sk =
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+...+

1

(k − 1) · k
<

1

2

� iñòèíà; ïîêàæåìî, ùî Sk+1 =
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ ... +

+
1

(k) · (k + 1)
<

1

2
òåæ iñòèíà, äå k ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå

÷èñëî òàêå, ùî 3 6 k. Äiéñíî, ìà¹ìî: Sk+1 =
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+

+ ... +
1

(k) · (k + 1)
=

(
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ ...+

1

(k − 1) · k

)
+
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+
1

k · (k + 1)
= Sk +

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

=

((
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

4
− 1

5

)
+ ...+

(
1

k − 1
− 1

k

))
+

+

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+

1

4
− 1

5
+ ... +

1

k − 1
− 1

k
+

1

k
−

− 1

k + 1
=

1

2
− 1

k + 1
<

1

2
, ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè.

Âèñíîâîê. Íà ñîíîâi áàçè i êðîêó iíäóêöi¨ òà ïðèíöèïó ïîâíî¨

ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+...+

+
1

(n− 1) · n
<

1

2
äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N, ÿêå

áiëüøå çà 2.

Çàäà÷à 6.4.5. Ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë a0, a1, a2, a3, ..., an, ..., ùî çà�
äà¹òüñÿ óìîâàìè a0 = a1 = 1, an−1 + an = an+1, äå n ∈ N, íàçèâà¹�
òüñÿ ðÿäîì Ôiáîíà÷÷i. Äîâåñòè, ùî ÷ëåíè öüîãî ðÿäó âîëîäiþòü
âëàñòèâiñòþ: a2n = an−1 · an+1 + (−1)n, äå n ∈ N � áóäü-ÿêå íàòó�
ðàëüíå ÷èñëo.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïåðøi êiëüêà ÷ëåíiâ ðÿäó Ôiáî-
íà÷÷i ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... . Çàñòîñó¹ìî äî äàíî¨
çàäà÷i îñíîâíó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Áàçà iíäóêöi¨. Ïðè n = 1 ìà¹ìî a21 = 12 = 1 i a0 · a2 + (−1)1 =
1 · 2 − 1 = 1, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî ðiâíiñòü a21 = a0 · a2 + (−1)1

âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî âîíà iñòèííà.
Êðîê iíäóêöi¨. Íåõàé äëÿ k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü a2k =

= ak−1ak+1 + (−1)k; äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íà ðiâíiñòü
a2k+1 = akak+2 + (−1)k+1 äëÿ k + 1 ∈ N, äå k ∈ N � äîâiëüíå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî. Äiéñíî, ìà¹ìî: a2k+1 = (a2k+1 − ak · ak+2) + ak · ak+2 =
= a2k+1−ak · (ak +ak+1) +ak ·ak+2 = a2k+1−ak+1ak−a2k +ak ·ak+2 =
= ak+1(ak+1−ak)−a2k+ak ·ak+2 = ak+1 ·ak−1−a2k+ak ·ak+2 = −(a2k−
− ak+1 · ak−1) + ak · ak+2 = −(−1)k + ak · ak+2 = ak · ak+2 + (−1)k+1,
òîáòî a2k+1 = ak · ak+2 + (−1)k+1, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Âèñíîâîê. Íà îñíîâi ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà
äîâåäåíèõ áàçè i êðîêó iíäóêöi¨ ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ðiâíiñòü
a2n = an−1 · an+2 + (−1)n ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
n ∈ N �
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6.5 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ÿê ñïå-
öiàëüíî âïîðÿäêîâàíîãî íàïiâêiëüöÿ ç îäèíèöåþ.

2. Ùî Âè ðîçóìi¹òå ïiä ïîíÿòòÿì íàïiâêiëüöÿ?

3. Äàéòå îçíà÷åííÿ ñòðîãîãî i íåñòðîãîãî ïîðÿäêó â ñèñòåìi íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë.

4. ßêèé iñíó¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñòðîãèì i íåñòðîãèì ïîðÿäêîì
â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

5. ßêèé ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì?

6. ßêèé ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì?

7. Ùî òàêå íàéìåíøèé åëåìåíò âïîðÿäêîâàíî¨ ïiäìíîæèíè?

8. ßê ââîäèòüñÿ âiäíiìàííÿ â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

9. ßê ââîäèòüñÿ äiëåííÿ â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

10. ×îìó âiäíiìàííÿ òà äiëåííÿ ¹ ÷àñòêîâèìè áiíàðíèìè îïåðàöi-
ÿìè â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

11. Ùî îçíà÷à¹, ùî ïîðÿäîê â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ðåãó-
ëÿðíèì ÿê âiäíîñíî äîäàâàííÿ, òàê i âiäíîñíî ìíîæåííÿ?

12. Äîâåäiòü, ùî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ ñêî-
ðîòíi â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

13. ßêi ÷èñëà â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ ñóñiäíi-
ìè?

14. ×îìó ÷èñëà âèäó a i a+ 1, äå a ∈ N, ¹ ñóñiäíiìè ìiæ ñîáîþ?

15. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü íåðiâíiñòü Àðõiìåäà.

16. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íà îñíî-
âi àêñiîì Ïåàíî.
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17. ßêi ÷èñëà â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ íàñòó-
ïíèìè, ïîïåðåäíiìè?

18. ×è áóäü-ÿêå ÷èñëî â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âîëîäi¹: à) íà-
ñòóïíèì ÷èñëîì; á) ïîïåðåäíiì ÷èñëîì?

19. ×è áóäüÿêå ÷èñëî â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæå áóòè:
à) íàñòóïíèì; á) ïîïåðåäíiì?

20. Ñêiëüêè iñíó¹ äëÿ äàíîãî ÷èñëà à) íàñòóïíèõ ÷èñåë; á) ïîïå-
ðåäíiõ ÷èñåë?

21. Ñôîðìóëþéòå àêñiîìó iíäóêöi¨ Ïåàíî.

22. ßê ñôîðìóëþâàòè àêñiîìè Ïåàíî íà ìîâi âiäîáðàæåííÿ ñèñòå-
ìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

23. ßê íà îñíîâi àêñiîìè Ïåàíî ââîäÿòüñÿ äi¨ äîäàâàííÿ òà ìíî-
æåííÿ â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

24. Ùî òàêå ïðèíöèï íàéìåíøîãî ÷èñëà â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ
÷èñåë?

25. Äîâåñòè, ùî àêñiîìà iíäóêöi¨ ðiâíîñèëüíà ïðèíöèïó íàéìåí-
øîãî ÷èñëà â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

26. Ùî òàêå ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà êîëè éîãî ìî-
æíà çàñòîñóâàòè?

27. Ñôîðìóëþéòå îñíîâíó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨.

28. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè îñíîâíó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìà-
òåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨?

29. Ñôîðìóëþéòå óçàãàëüíåííÿ îñíîâíî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ïîâíî¨
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

30. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè óçàãàëüíåííÿ îñíîâíî¨ ôîðìè ïðèí-
öèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨?

31. Ñôîðìóëþéòå äðóãó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨.
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32. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè äðóãó ôîðìó ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨?

33. Ñôîðìóëþéòå óçàãàëüíåííÿ äðóãî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ïîâíî¨
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

34. ßê ñèìâîëi÷íî çàïèñàòè óçàãàëüíåííÿ äðóãî¨ ôîðìè ïðèíöè-
ïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨?

35. Íàâåäiòü ïðèêëàäè çàäà÷, ó ÿêèõ ìîæíà âèêîðèñòàòè

à) îñíîâíó ôîðìó,

á) óçàãàëüíåííÿ îñíîâíî¨ ôîðìè,

â) äðóãó ôîðìó,

ã) óçàãàëüíåííÿì äðóãî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨.

36. Âêàæiòü îñíîâíi êðîêè ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó ïîâíî¨ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ÿêùî âîíà âèðàæåíà

à) îñíîâíîþ ôîðìîþ,

á) óçàãàëüíåííÿì îñíîâíî¨ ôîðìè,

â) äðóãîþ ôîðìîþ,

ã) óçàãàëüíåííÿ äðóãî¨ ôîðìè ïðèíöèïó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨.

37. ßêi Âè çíà¹òå òèïè çàäà÷, ïðè ðîçâ'ÿçàííi ÿêèõ ìîæíà âèêî-
ðèñòàòè ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨?

38. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî âèêîíóþòüñÿ òàêi
ðiâíîñòi:

à) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + ...+ n(n+ 1) =
1

3
n(n+ 1)(n+ 2);

á) 13 + 23 + 33 + ...+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

;

â) 1·2·3+2·3·4+3·4·5+...+n(n+1)(n+2) =
1

4
n(n+1)(n+2)(n+3);

ã)
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ ...+

1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

n

3n+ 1
;
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ä) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + ...+ n · n! = (n+ 1)!− 1;

å)
12

1 · 3
+

22

3 · 5
+

32

5 · 7
+ ...+

n2

(2n− 1)(2n+ 1)
=
n2 + n

4n+ 2
.

39. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ
óìîâè ïîäiëüíîñòi:

à) (62n − 1)
...35;

á) (n5 − n)
...5;

â) (32n+2 − 8n− 9)
...64;

ã) (62n + 3n+2 + 3n)
...11;

ä) (11n+1 + 122n−1)
...133;

å) (7n+2 + 82n+1)
...19;

¹) (n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3)
...9;

æ) (32n+1 + 40n− 3)
...64.

40. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N âèêîíóþòüñÿ
òàêi íåðiâíîñòi:

à) 3n < 2n+1;

á) n < 2n;

â)
n

2
< 1 +

1

2
+

1

3
+ ...+

1

2n − 1
6 n;

ã)

√
n+

√
n+

√
n+ ...+

√
n︸ ︷︷ ︸

n

<
1

2

(
1 +
√

4n+ 1
)
;

ä) 1 <
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ ...+

1

3n+ 1
< 2;

å) 1 + nx 6 (1 + x)n, äå 1 + x > 0 (íåðiâíiñòü Áåðíóëëi);

¹)
√
n 6 1 +

1√
2

+
1√
3

+ ...+
1√
n
< 2
√
n;

æ)
1

12
+

1

22
+

1

32
+ ...+

1

n2
< 2;

ç)
1

12
+

1

32
+

1

52
+ ...+

1

(2n− 1)2
<

5

4
.

41. Âêàçàòè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òàêèõ ñóì i äîáóòêiâ òà îá-
 ðóíòóâàòè ¨õ ïðàâèëüíiñòü:
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à) Sn = −1 + 2− 3 + 4− 5 + 6− ...+ (−1)nn;

á) Sn = −1 + 3− 5 + 7− ...+ (−1)n(2n− 1);

â) Sn = 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + ...+ n(3n+ 1);

ã) Sn = 12 − 22 + 32 − 42 + ...+ (−1)n−1n2;

ä) Pn =

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

4

)
...

(
1− 1

n+ 1

)
;

å) Pn = 2
1
2 · 4 1

4 · 8 1
8 · 16

1
16 · 2 1

2n .

42. Çíàéòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà an ïîñëi-
äîâíîñòi (an)n∈N, ÿêùî

à) a1 = 5; a2 = 7; an =
1

2
(an−1 + an+1), äå n = 2, 3, 4, ...;

á) a1 = 2; a2 = 6; an+1 = an ·
n+ 2

n
, äå n = 2, 3, 4, ...;

â) a1 = 2; an = 3an−1 + 1, äå n = 2, 3, 4, ....

43. Âiäîìî, ùî a1 = 3; a2 = 7; an+2 = an + an+1, äå n = 1, 2, 3, ....
Äîñëiäèòè âèãëÿä âèðàçó rn+1 = an+2an − a2n+1 òà îá ðóíòó-
âàòè ïðàâèëüíiñòü éîãî âèáîðó.

44. Çíàéòè ÷èñëî dn âñiõ äiàãîíàëåé îïóêëîãî n-êóòíèêà.

45. Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî ÷àñòèí, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ ïëîùèíà
çà äîïîìîãîþ n ïðÿìèõ.

46. * Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî ÷àñòèí, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ òðüî-
õâèìiðíèé ïðîñòið çà äîïîìîãîþ n ïëîùèí.

47. Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî ÷àñòèí, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ ïëîùèíà
çà äîïîìîãîþ n êië.

48. * Çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî ÷àñòèí, íà ÿêi ðîçáèâà¹òüñÿ òðüî-
õâèìiðíèé ïðîñòið çà äîïîìîãîþ n ñôåð.

49. Çíàéòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè Sn = 1 + (1 + 2) + (1 +
+ 2 + 3) + ...+ (1 + 2 + ...n).

50. Îá÷èñëèòè ñóìó Sn = 1 + 11 + 111 + ...+ 11...1︸ ︷︷ ︸
n

.
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51. * Âñòàíîâèòè âèãëÿä ñóì

à) S(n, k) = 1k + 2k + 3k + ...+ nk, äå k < n;n, k ∈ N;
á) S(n, k, l, i) = ik + (i + l)k + (i + 2l)k + ... + (i + nl)k, äå
i, k, l, n ∈ N, ïðè÷îìó k < n.

52. * Çíàéòè ñóìó n-î¨ ãðóïè ÷èñåë, íà ÿêi ðîçáèòî íàòóðàëüíèé
ðÿä

à) 1; (2, 3); (4, 5, 6); (7, 8, 9, 10); ... ;

á) 1; (2, 3, 4); (5, 6, 7, 8, 9); (10, 11, 12, 13, 14, 15, 16); ... .
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6.6 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

41. à) (−1)n
[
n+1
2

]
, äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x ∈ R; á) (−1)nn;

â) n(n+ 1)2; ã) (−1)n+1 · n(n+1)
2 ; ä) 1

n+1 ; å) 22−
n+2
2n .

42. à) 2n+ 3; á) n(n+ 1); â) 1
2 (5 · 3n−1 − 1).

43. rn+1 = (−1)n · 19, äå n ∈ N.
44. n(n−3)2 , äå n ∈ N \ {2}.
45. n(n+1)

2 + 1, äå n ∈ N.
47. n2 − n+ 2, äå n ∈ N.
49. 1

6n(n+ 1)(n+ 2), äå n ∈ N.
50. 10n+1−10−9n

81 , äå n ∈ N.
52. n(n

2+1)
2 ; á) (2n− 1)(n2 − n+ 1), äå n ∈ N.
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÷èñåë

1. Àäèòèâíà âïîðÿäêîâàíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíà ãðó-
ïà, ùî ìiñòèòü àäèòèâíó âïîðÿäêîâàíó ïiâãðóïó íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë.

2. Âïîðÿäêîâàíå àáåëåâå êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíå êiëü-
öå, ùî ìiñòèòü ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâî-
ñòi.

3. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
4. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

7.1 Àäèòèâíà âïîðÿäêîâàíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë ÿê

ìiíiìàëüíà ãðóïà, ùî ìiñòèòü àäèòèâíó âïî�

ðÿäêîâàíó ïiâãðóïó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

1. ßê áóëî âiäìi÷åíî â ïîïåðåäíié òåìi, íàòóðàëüíi ÷èñëà â
ïåðøó ÷åðãó âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ñêií-
÷åííèõ ìíîæèí, äëÿ ïîòðåá ðàõóíêó îêðåìèõ îá'¹êòiâ òà ïðèðîäíî-
ãî ¨õ âïîðÿäêóâàííÿ. Íà îñíîâi öèõ ïîòðåá ïðèðîäíî ââîäÿòüñÿ äi¨
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ç ÿêèìè óçãîäæó¹òüñÿ
ïðèðîäíèé ïîðÿäîê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ó ðåçóëüòàòi ìè ïðèéøëè
äî ðîçãëÿäó êîìóòàòèâíîãî íàïiâêiëüöÿ ç îäèíèöåþ òà ëiíiéíèì
ïîâíèì ïîðÿäêîì. Ó öüîìó ïiâêiëüöi âèêîíóþòüñÿ çíàìåíèòi àêñiî-
ìè Ïåàíî, ÿêi ìîæíà áóëî áè ïîêëàñòè â îñíîâó ïîáóäîâè ñèñòåìè
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

2. Ïîòðåáè ïðàêòèêè ïðèâîäÿòü äî íåîáõiäíîñòi ðîçøè-
ðåííÿ ïîíÿòòÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, äî ââåäåííÿ ñèìåòðè÷íèõ äî
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë � òàê çâàíèõ âiä'¹ìíèõ ÷èñåë � òà ÷èñëà íóëü
0 äëÿ ïî÷àòêó âiäëiêó ÿê, ãîâîðÿòü, â äîäàòíîìó íàïðÿìêó, òàê i ó
âiä'¹ìíîìó íàïðÿìêó. Çãàäàéìî ëèøå âiäîìi ç äèòèíñòâà: à) âiäëiê
òåìïåðàòóð â ãðàäóñíié øêàëi �

”
òåìïåðàòóðà ïîâiòðÿ 10 ãðàäóñiâ

íèæ÷å íóëÿ“, i
”
òåìïåðàòóðà ïîâiòðÿ 12 ãðàäóñiâ âèùå íóëÿ“; á) àáî

æ â ãðîøîâèõ âiäëiêàõ � ïðèáóòîê i âèäàòîê àáî, ùî òåæ ñàìå, äî-
õîä i áîðã; â) âiäëiê ÷àñó â ðîêàõ äî íîâî¨ åðè i â íîâié åði. Àíà-
ëîãi÷íó êàðòèíó âiäëiêó â îáèäâi ñòîðîíè ìè ñïîñòåðiãà¹ìî íà òàê

139



Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî êiëüöå öiëèõ ÷èñåë

çâàíié êîîðäèíàòíié ïðÿìié, êîëè âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè íà ïðÿìié �
ïî÷àòêó âiäëiêó, âiäêëàäà¹ìî îäíàêîâi âiäðiçêè â îäíó ñòîðîíó, i ¨õ
êiíöi çîáðàæà¹ìî ÿê íàòóðàëüíi ÷èñëà, à êîëè âiäêëàäåìî âiäðiçêè
òi¹¨ æ ñàìî¨ äîâæèíè â iíøó ñòîðîíó, òî ¨õ êiíöi çîáðàæàòèìóòü âiä-
ïîâiäíi âiä'¹ìíi ÷èñëà, à ïî÷àòîê âiäëiêó çîáðàæàòèìå ÷èñëî íóëü
0 (ìàëþíîê 1.19).

Ìàë. 1.19.

Âiäìiòèìî, ùî íå ìåíø (ÿêùî íå áiëüø) âàæëèâîþ ïðè÷èíîþ
äëÿ ââåäåííÿ íîâî¨, áiëüø øèðîêî¨, ñèñòåìè ÷èñåë ¹ âèìîãà i ïî-
òðåáè, ÿê ñàìî¨ ìàòåìàòèêè, òàê i ¨¨ çàñòîñóâàíü, òàê ðîçøèðèòè
ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùîá äî ñàìî¨ ïðîñòî¨ îïåðàöi¨ � äî-
äàâàííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë � iñíóâàëà ñêðiçü âèçíà÷åíà îáåðíåíà
äî íå¨ îïåðàöiÿ � âiäíiìàííÿ. Â iñòîðè÷íîìó ðîçâèòêó ìàòåìàòèêè
i ñàìîãî ïîíÿòòÿ ÷èñëà òàêà ïðè÷èíà áóëà, ìàáóòü, ãîëîâíîþ, ÿêà
i ïðèâåëà â êiíöi êiíöiâ äî ïîÿâè âiä'¹ìíèõ ÷èñåë (íåäàðåìíî âî-
íè ðàíiøå íàçèâàëèñÿ

”
íåìîæëèâèìè“,

”
õèáíèìè“ òîùî; òà íàâiòü

çãàäàéìî ñâî¹ äîøêiëüíå äèòèíñòâî, êîëè çàïèòàííÿ òèïó
”
ÿêèé ðå-

çóëüòàò îòðèìà¹òüñÿ, êîëè âiä ï'ÿòè âiäíÿòè âiñiì?“ äëÿ áàãàòüîõ
iç íàñ ïðèâîäèëî äî âiäïîâiäi òèïó

”
îòðèìà¹ìî ùîñü íåìîæëèâå“).

3. Ìíîæèíó N = {1, 2, 3, ..., n, ...} äîïîâíèìî ñèìâîëîì íóëü 0
i ñèìâîëàìè âèäó −n ç ìíîæèíè N− = {−1,−2,−3, ...,−n, ...}. Ó
ðåçóëüòàòi îòðèìà¹òüñÿ ìíîæèíà Z = N ∪ N− ∪ {0}, ÿêó íàçâåìî
ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë. Ïðè öüîìó åëåìåíòè ìíîæèíè N íàçè-
âàòèìåìî äîäàòíèìè öiëèìè ÷èñëàìè; ¨õ iíîäi ïîçíà÷àòèìåìî

iç çíàêîì +, òîáòî +n
df
= n (õî÷à ÷àñòî, ÿê ïðàâèëî, áåç ïîòðåáè

öåé çíàê ïëþñ ïðîïóñêàòèìåìî). Öiëi ÷èñëà ç ìíîæèíè N− áóäå-
ìî íàçèâàòè öiëèìè âiä'¹ìíèìè ÷èñëàìè àáî öiëèìè ÷èñëàìè
iç çíàêîì ìiíóñ. ×èñëî íóëü 0 ìîæíà âæèâàòè ÿê çi çíàêîì ïëþñ,

òàê iç çíàêîì ìiíóñ, òîáòî +0
df
= −0 = 0. ×èñëà ç ìíîæèíè N ∪ {0}

áóäåìî íàçèâàòè öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè, à ç ìíîæèíè N− ∪ {0} �
öiëèìè íåäîäàòíèìè.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà n i −n áóäåìî íàçèâàòè
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ìiñòèòü àäèòèâíó âïîðÿäêîâàíó ïiâãðóïó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

âçà¹ìíî ïðîòèëåæíèìè îäíå äî îäíîãî, à ïðîòèëåæíèì äî
÷èñëà íóëü 0 áóäåìî ââàæàòè öåé ñàìèé íóëü. Ó ç'ÿçêó ç òàêîþ
íàçâîþ ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a ∈ Z ÷èñëà a
i −a ¹ âçà¹ìíî ïðîòèëåæíi ìiæ ñîáîþ. À òîìó çâiäñè âèïëèâà¹ òàêà
ðiâíiñòü: −(−a) = a, ÿêà âêàçó¹ íà òå, ùî ïðîòèëåæíèì ÷èñëîì äî
÷èñëà −a, ïðîòèëåæíîãî äî a, ¹ ñàìå ÷èñëî a.

4. Ïåðø íiæ ââîäèòè äi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ òà ìíîæåí-
íÿ öiëèõ ÷èñåë, ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ (àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè)
öiëîãî ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 7.1.1. Ìîäóëåì (àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ) öi�
ëîãî ÷èñëà a íàçèâà¹òüñÿ òå iç ÷èñåë a i −a, ÿêå íåâiä'¹ìíå, i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëi÷íî |a|.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

|a| df=

{
a, a ∈ N ∪ {0};
−a, a ∈ N−.

Íàïðèêëàä, |−3| = −(−3) = 3; |5| = 5; 0 = 0. Âèêîðèñòàâøè ââåäåíå
â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiäíîøåííÿ 6 ëiíiéíîãî ïîðÿäêó, ðî-
áèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ìîäóëü |a| äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà a ∈ Z
¹ íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì i, îòæå, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

0 6 |a| ∈ N ∪ {0}.

5. Âèêîðèñòàâøè ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ öiëîãî ÷èñëà, ââåäåìî
îïåðàöiþ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë òàêèì ÷èíîì:

Îçíà÷åííÿ 7.1.2. Ñóìîþ a+ b äâîõ öiëèõ ÷èñåë a, b ∈ Z ¹
òàêå öiëå ÷èñëî c ∈ Z, ùî:

1. c
df
=

{
a+ b; a, b ∈ N;

−(|a|+ |b|); a, b ∈ N−;

2. c
df
= a+ 0 = 0 + a = a; a ∈ Z;

3. c
df
=


a+ b = b+ a = 0; |a| = |b|, a ∈ N, b ∈ N−;

a+ b = b+ a = a− |b|; a ∈ N, b ∈ N−, |b| < a;

a+ b = b+ a = −(|b| − a); a ∈ N, b ∈ N−, a < |b|,
äå ïiä ðiçíèöåþ k− l ðîçóìi¹òüñÿ ðiçíèöÿ ìiæ òàêèìè íàòóðàëü�
íèìè ÷èñëàìè k, l ∈ N, ùî l < k.
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Íà îñíîâi ââåäåíîãî îçíà÷åííÿ ñóìè äâîõ öiëèõ ÷èñåë ëåãêî ïå-
ðåâiðèòè, ùî äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâî�
ñòÿìè, ÿê:

1. Añîöiàòèâíiñòü: (∀a, b, c ∈ Z)(a+ b+ c = a+ (b+ c));

2. Êîìóòàòèâíiñòü: (∀a, b ∈ Z)(a+ b = b+ a);

3. Hóëü 0 ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì: (∀a ∈ Z)(a+ 0 = 0 + a = a);

4. Äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ Z ìà¹ ¹äèíèé ïðîòèëåæíèé åëå-
ìåíò −a: (∀a ∈ Z)(∃!− a ∈ Z)(a+ (−a) = (−a) + a = 0);

5. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Z ðiâíÿííÿ x+b = a ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê: x = a+ (−b);

6. Äëÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë ìà¹ ìiñöå îáåðíåíà îïå-

ðàöiÿ âiäíiìàííÿ: (∀a, b ∈ Z)(a− b df= a+ (−b));

7. Oïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ ñêîðîòíi:
(∀a, b ∈ Z)(a± c = b± c→ a = b);

8. (∀a, b ∈ Z)(−(a+ b) = (−a) + (−b));

9. (∀a, b ∈ Z)(a− b = −(b− a)).

6. Íà îñíîâi ïåðøèõ ÷îòèðüîõ âëàñòèâîñòåé ìîæíà çðîáè-
òè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 7.1.1. Ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë (Z; +,6) ¹ ìiíiìàëüíîþ
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ, ÿêà ìiñòèòü âïîðÿäêîâà�
íó àáåëåâó ïiâãðóïó (N; +,6) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äå ïðèðîäíå âiä�
íîøåííÿ ïîðÿäêó 6 ìiæ öiëèìè ÷èñëàìè ¹ ïðîäîâæåííÿì ïðèðî�
äíîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ìiæ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêå óçãîäæó�
¹òüñÿ ç äîäàâàííÿì òà âiäíiìàííÿì öiëèõ ÷èñåë.

Âiäìiòèìî, ùî ïðèðîäíå âiäíîøåííÿ íåñòðîãîãî ïîðÿäêó
6 äëÿ öiëèõ ÷èñåë âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

a 6 b
df⇐⇒ b− a ∈ N ∪ {0},
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Àäèòèâíà âïîðÿäêîâàíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíà ãðóïà, ùî

ìiñòèòü àäèòèâíó âïîðÿäêîâàíó ïiâãðóïó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

äå a, b ∈ Z � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà, à ñòðîãèé ïîðÿäîê < âèçíà÷à¹-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

a < b
df⇐⇒ b− a ∈ N,

ïðè÷îìó ñïiââiäíîøåííÿ

a 6 b⇔ a < b ∨ a = b

âêàçó¹ íà âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ âêàçàíèìè ïîðÿäêàìè.
Òå, ùî ïîðÿäîê 6 óçãîäæó¹òüñÿ ç äîäàâàííÿì òà âiäíiìàííÿì

öiëèõ ÷èñåë, âèðàæà¹òüñÿ òàêîþ óìîâîþ:

a 6 b⇒ a± c 6 b± c,

äå a, b, c ∈ Z � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà. Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä
ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó 6 äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêèé áóâ ïîâíèì,
äëÿ öiëèõ ÷èñåë ïðîäîâæåííÿ öüîãî ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó óæå íå ¹
ïîâíèì. Ñïðàâà â òîìó, ùî â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîâiëüíà
íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ¹ îáìåæåíîþ çíèçó, à ó âèïàäêó öiëèõ ÷è-
ñåë âiäíîñíî âêàçàíîãî ïîðÿäêó ¹ i ïiäìíîæèíè, ÿêi îáìåæåíi çíè-
çó, i ïiäìíîæèíè, îáìåæåíi çâåðõó, i ïiäìíîæèíè, ÿêi íåîáìåæåíi i
çíèçó, i çâåðõó (íàïðèêëàä, íàâiòü ñàìà ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë ¹
íåîáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ÿê çíèçó, òàê i çâåðõó).

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ îáìåæåíèõ çíèçó, çâåðõó ïiäìíîæèí öiëèõ
÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 7.1.3. Ïiäìíîæèíà A ⊂ Z íàçèâà¹òüñÿ îáìåæå�
íîþ çíèçó âiäíîñíî ïîðÿäêó 6, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà
a0 ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ óìîâà a0 6 a äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë a ∈ A ç
ìíîæèíè A, òîáòî (∃a0 ∈ Z)(∀a ∈ A ⊂ Z)(a0 6 a); òîäi ÷èñëî a0
íàçèâà¹òüñÿ íèæíüîþ ìåæåþ äëÿ ìíîæèíè A; à ÿêùî ùå
ïðè öüîìó a0 ∈ A, òîáòî íèæíÿ ìåæà íàëåæèòü ñàìié ìíîæèíi
A, òî a0 íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì åëåìåíòîì öi¹¨ ìíîæèíè
A.

Äâî¨ñòèì ÷èíîì äà¹òüñÿ îçíà÷åííÿ îáìåæåíî¨ çâåðõó ïiäìíî�
æèíè A ⊂ Z öiëèõ ÷èñåë, ¨¨ âåðõíüî¨ ìåæi òà íàéáiëüøîãî
åëåìåíòà (äàéòå ñàìîñòiéíî öi îçíà÷åííÿ).
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7.2 Âïîðÿäêîâàíå àáåëåâå êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ÿê

ìiíiìàëüíå êiëüöå, ùî ìiñòèòü ñèñòåìó íàòó�

ðàëüíèõ ÷èñåë, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi

1. Âèêîðèñòàâøè ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ öiëîãî ÷èñëà, ââåäåìî
îïåðàöiþ ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 7.2.1.

a · b df=


|a| · |b|; (a; b) ∈ (N× N) ∪ (N− ×N−);

−(|a| · |b|); (a; b) ∈ (N×N−) ∪ (N− × N);

0; a = 0 ∨ b = 0.

Íà îñíîâi ââåäåíîãî îçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ òà ðàíiøå ðîçãëÿíó-
òèõ äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ öiëèõ ÷èñåë ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìàþòü
ìiñöå òàêi âëàñòèâîñòi öèõ îïåðàöié:

1. 1 · a = a · 1 = a, äå a ∈ Z � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî � îäèíèöÿ 1 ¹
íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî ìíîæåííÿ;

2. (∀a ∈ Z)((−1) · a = a · (−1) = −a);

3. (∀a ∈ Z)(0 · a = a · 0) = 0 � íóëü 0 ¹ ïîãëèíàþ÷èì åëåìåíòîì
âiäíîñíî ìíîæåííÿ;

4. Kîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ: (∀a, b ∈ Z)(ab = ba);

5. Äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ òà âiäíiìàí-
íÿ öiëèõ ÷èñåë: (∀a, b, c ∈ Z)((a± b)c = ac± bc);

6. Ïîðÿäîê 6 óçãîäæó¹òüñÿ ç ìíîæåííÿì ó âèãëÿäi òàêèõ ñïiâ-
âiäíîøåíü:

(∀a, b ∈ Z)(∀c ∈ N)(a 6 b→ ac 6 bc);

(∀a, b ∈ Z)(∀c ∈ N−)(a 6 b→ bc 6 ac).

2. Íà îñíîâi âiäìi÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé òà òåîðåìè ç
ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ñïðàâåäëèâà òàêà
òåîðåìà:
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ìiñòèòü ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi

Òåîðåìà 7.2.1. Ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë (Z; +, ·,6) ¹ ìiíiìàëüíèì
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ, ÿêå
ìiñòèòü ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N; +, ·,6).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îòðèìàíå êiëüöå öiëèõ ÷èñåë íå ìà¹ äiëü�
íèêiâ íóëÿ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë a, b ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

a, b 6= 0⇒ ab 6= 0.

3. Oñêiëüêè äiëåííÿ â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå çàâæäè
çäiéñíåííå, òî î÷åâèäíî, ùî â ñèñòåìi öiëèõ ÷èñåë äiëåííÿ òåæ íå
çàâæäè çäiéñíåííå, òîáòî ðiâíÿííÿ âèäó ax = b, äå a, b � öiëi ÷èñëà,
íå çàâæäè ìà¹ öiëèé ðîçâ'ÿçîê (íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ −4x = 10 íå
ìà¹ öiëîãî ðîçâ'ÿçêó).

Òîìó íà ïðàêòèöi âèêîðèñòîâóþòü òàê çâàíå äiëåííÿ öiëèõ ÷èñåë
ç îñòà÷åþ.

Îçíà÷åííÿ 7.2.2. Öiëå ÷èñëî a ∈ Z äiëèòüñÿ íà öiëå ÷èñëî
b ∈ Z ç îñòà÷åþ, ÿêùî çíàéäóòüñÿ òàêi öiëi ÷èñëà q i r, ùî

a = bq + r, äå 0 6 r < |b|,

ïðè÷îìó q íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ÷àñòêîþ, à ÷èñëî r � îñòà�
÷åþ (çàëèøêîì) âiä äiëåííÿ íà b.

Íàïðèêëàä, äëÿ a = 14, b = −3 ìà¹ìî 14 = −3 · (−4) + 2, äå
q = −4, r = 2; 0 6 2 < | − 3| = 3.

Ïðè âèâ÷åííi ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ òåî�
ðåìà ïðî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ, à ñàìå:

Òåîðåìà 7.2.2. Äîâiëüíå öiëå ÷èñëî a ∈ Z ìîæíà ïîäiëèòè
íà áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî b 6= 0 ç îñòà÷åþ i ïðè òîìó ¹äèíèì ñïîñî�
áîì, òîáòî ÷àñòêà i îñòà÷à ïðè äiëåííi a íà b âñòàíîâëþ¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè i íàáàãàòî ïîâíiøi äîñëiäæåííÿ òåî-
ði¨ ïîäiëüíîñòi â ñèñòåìi öiëèõ ÷èñåë áóäå çäiéñíåíî ïiçíiøå, ïðè
âèâ÷åííi äèñöèïëiíè

”
àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë“.

4. Âiäìiòèìî, ùî â áiëüø äåòàëüíèõ äîñëiäæåííÿõ ñèñòåìó öiëèõ
÷èñåë ââîäÿòü ÿê ñïåöiàëüíó àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó, áàçîâîþ ìíîæè-
íîþ ÿêî¨ ¹ ôàêòîð-ìíîæèíà (N × N)/εN, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ
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åêâiâàëåíòíîñòi εN, ïîáóäîâàíèõ íà äåêàðòîâîìó êâàäðàòi (N × N)
ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N; +; ·;6) çà äîïîìîãîþ òàêî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi εN:

(k; l) ≡ (m;n)(εN)
df⇐⇒ k + n = l +m,

äå k, l,m, n ∈ N � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Ïîçíà÷èìî çà äîïî-
ìîãîþ [(k; l)] êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ïî εN, òîáòî

[(k; l)]
df
= {(m;n) ∈ N× N|k + n = l +m}.

Íà ôàêòîð-ìíîæèíi (N × N)/εN ââåäåìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíî-
æåííÿ:

[(k; l)]⊕ [(m;n)]
df
= [(k +m; l + n)];

[(k; l)] ∗ [(m;n)]
df
= [(km+ ln; kn+ lm)].

Ìîæíà, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ïîêàçàòè, ùî òàê ââåäåíi îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ ⊕ òà ìíîæåííÿ ∗ êëàñiâ óòâîðþþòü êîìóòàòèâíå êiëüöå
((N× N)/εN;⊕, ∗) ç îäèíèöåþ, içîìîðôíå ðîçãëÿíóòîìó âèùå êiëü-
öþ (Z; +, ·) öiëèõ ÷èñåë òà â ÿêîìó ìîæíà ââåñòè ëiíiéíèé ïîðÿäîê,
ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ââåäåíèìè äiÿìè. Ðîëü íóëÿ, íàïðèêëàä, ãðà¹
êëàñ [(k; k)], ðîëü îäèíèöi � êëàñ [(k + 1; k)], ðîëü ïðîòèëåæíîãî
åëåìåíòà äî êëàñó [(k; l)] � êëàñ [(l; k)], âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó 6 ìiæ
êëàñàìè ìîæíà ââåñòè òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì:

[(k; l)] 6 [(m;n)]
df⇔ k + n 6 l +m,

à îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ âèðàçèòè ðiâíiñòþ

[(k; l)]	 [(m;n)]
df
= [(k + n; l +m)].

5. Íà çàâåðøåííÿ âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë àðõiìå-
äiâñüêè âïîðÿäêîâàíà, òîáòî, ÿê i äëÿ ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Àðõiìåäà, ÿêà ìà¹ âèãëÿä òàêîãî ñïiââiä-
íîøåííÿ: (∀k ∈ Z, l ∈ N)(∃n ∈ N)(k < n · l).
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7.3 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ßêi ïðè÷èíè ñïîíóêàëè äî íåîáõiäíîñòi ðîçøèðåííÿ ïîíÿòòÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà? Íàâåñòè iëþñòðóþ÷i ïðèêëàäè ç ïðàêòè-
êè òà ìàòåìàòèêè.

2. Ç ÿêèõ åëåìåíòiâ óòâîðåíà ìíîæèíà Z öiëèõ ÷èñåë?

3. Ùî òàêå ìîäóëü(àáñîëþòíà âåëè÷èíà) öiëîãî ÷èñëà?

4. ßê ââîäèòüñÿ äiÿ äîäàâàííÿ äëÿ öiëèõ ÷èñåë?

5. Ïåðåëi÷iòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi äîäàâàííÿ öiëèõ ÷èñåë òà îá-
 ðóíòóéòå ¨õ ñïðàâåäëèâiñòü.

6. ßê ââîäèòüñÿ äiÿ âiäíiìàííÿ öiëèõ ÷èñåë?

7. Äàéòå âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíèõ âiäíîøåíü ïîðÿäêó < òà 6 äëÿ
öiëèõ ÷èñåë i âêàæiòü ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçîê?

8. ßêi Âè çíà¹òå âëàñòèâîñòi ïðèðîäíîãî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó
äëÿ öiëèõ ÷èñåë?

9. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âiäíîøåííÿ ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó äëÿ öiëèõ ÷è-
ñåë ëiíiéíå?

10. ßêà ïiäìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çíèçó,
îáìåæåíîþ çâåðõó, îáìåæåíîþ âiäíîñíî ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó?

11. Ùî òàêå íèæíÿ ìåæà, âåðõíÿ ìåæà äëÿ çàäàíî¨ ïiäìíîæèíè
öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó?

12. ßêèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì, íàéáiëüøèì äëÿ çà-
äàíî¨ ïiäìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë âiäíîñíî ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó?
×è äëÿ âñÿêî¨ ìíîæèíè iñíóþòü âîíè?

13. ßê ââîäèòüñÿ äiÿ ìíîæåííÿ äëÿ öiëèõ ÷èñåë?

14. Ïåðåëi÷iòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë òà îá-
 ðóíòóéòå ¨õ ñïðàâåäëèâiñòü.
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15. Ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿ¹ ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë (Z; +,6) âiäíîñíî
äîäàâàííÿ òà ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó 6 öiëèõ ÷èñåë? Âêàçàòè ¨¨
çâ'ÿçîê ç ñèñòåìîþ (N; +,6) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

16. Ùî ñîáîþ ïðåäñòàâëÿ¹ ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë (Z; +, ·,6) âiä-
íîñíî äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó 6 öiëèõ
÷èñåë? Âêàçàòè ¨¨ çâ'ÿçîê ç ñèñòåìîþ (N; +, ·,6) íàòóðàëüíèõ
÷èñåë.

17. ßê ââîäèòüñÿ äiëåííÿ öiëèõ ÷èñåë ç îñòà÷åþ? ×è äëÿ âñiõ öi-
ëèõ ÷èñåë âîíî âèçíà÷åíå?

18. Ñôîðìóëþéòå îñíîâíó òåîðåìó ïðî äiëåííÿ öiëèõ ÷èñåë ç
îñòà÷åþ. ßêèé âîíà ìà¹ âèãëÿä äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë?

19. Äîâåäiòü, ùî ââåäåíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó
6 ¹ ëiíiéíèì ïîðÿäêîì â ñèñòåìi öiëèõ ÷èñåë, ÿêèé óçãîäæó-
¹òüñÿ ç äiÿìè äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ öiëèõ ÷èñåë.

20. Ðàíiøå áóëî ââåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü εN íà ìíîæèíi N×N ç ñè-
ñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N; +, ·,6). Ïîêàæiòü, ùî öå ñïðàâäi
åêâiâàëåíòíiñòü, ÿêà, êðiì òîãî, óçãîäæó¹òüñÿ ç äiÿìè äîäà-
âàííÿ òà ìíîæåííÿ i ç ïðèðîäíèì ïîðÿäêîì 6 íàòóðàëüíèõ
÷èñåë.

21. Äîâåäiòü, ùî ñïðàâäi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ⊕ òà ìíîæåííÿ ∗
εN-êëàñiâ íà ìíîæèíi N × N ¹ ñêðiçü âèçíà÷åíèìè áiíàðíèìè
îïåðàöiÿìè.

22. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà ((N× N)/εN;⊕, ∗) ¹ êîìóòàòèâíèì êiëü-
öåì ç îäèíèöåþ.

23. Äîâåñòè, ùî êiëüöÿ (Z; +, ·) i ((N×N)/εN;⊕, ∗) içîìîðôíi ìiæ
ñîáîþ.

24. Íåõàé m ∈ N � íàòóðàëüíå ÷èñëî, âiäìiííå âiä îäèíèöi. Ïåðå-
âiðèòè, ÷è ïiäìíîæèíà mZ ⊂ Z ìíîæèíè Z âñiõ öiëèõ ÷èñåë
çàìêíóòà âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåí-
íÿ.

25. Äîñëiäèòè, ÿêèìè ¹ ïiäêiëüöÿ êiëüöÿ (Z; +, ·) âñiõ öiëèõ ÷èñåë.
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26. Âiäîìî, ùî öiëå ÷èñëî n ∈ Z íå äiëèòüñÿ íà 7. Âèÿñíèòè, ÷è
äiëèòüñÿ íà 7 ÷èñëî n6 − 1.

27. Íåõàé k, l ∈ Z � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà. ×è çàâæäè iñíó¹ òàêå
öiëå ÷èñëî n ∈ Z, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíîñòi nl 6 k < (n+1)l?

28. Äîâåñòè, äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A ⊂ Z öiëèõ ÷è-
ñåë ìà¹ íàéìåíøèé (íàéáiëüøèé) åëåìåíò âiäíîñíî ïðèðîäíî-
ãî ïîðÿäêó6, ÿêùîA� îáìåæåíà çíèçó (çâåðõó) ïiäìíîæèíà.

29. Íåõàé m ∈ Z � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä öiëèõ
÷èñåë m,m + 1,m + 2, ...,m + n − 1 îäíå ç íèõ äiëèòüñÿ íà n,
äå n ∈ N � áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

30. Äîñëiäèòè, ÿêèìè ìîæóòü áóòè çàëèøêè ïðè äiëåííi ÷åòâåð-
òèõ ñòåïåíiâ öiëèõ ÷èñåë íà 9.

31. *Óçàãàëüíèòè ïîïåðåäíþ âïðàâó ó òàêîìó âèãëÿäi: äîñëiäèòè,
ÿêèìè ìîæóòü áóòè çàëèøêè k-òèõ ñòåïåíiâ öiëèõ ÷èñåë ïðè
äiëåííi öèõ ñòåïåíiâ íà n, äå k, n ∈ N � ôiêñîâàíi íàòóðàëüíi
÷èñëà.

32. Ñôîðìóëþéòå òà äîâåäiòü íåðiâíiñòü Àðõiìåäà, ÿêà ìà¹ ìiñöå
â ñèñòåìi öiëèõ ÷èñåë.

149



Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî êiëüöå öiëèõ ÷èñåë

7.4 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

25. kZ, äå k ∈ Z.
26. Âêàçiâêà. Ïîäàòè ÷èñëî n ∈ Z ó âèãëÿäi n = 7k + r, äå

r = 1, 2, 3, 4, 5, 6 à k ∈ Z. Òîäi ëåãêî ïîêàçàòè, ùî n6−1 íå äiëèòüñÿ
íà 7.

27. Íi; íàïðèêëàä, äëÿ k = −1, l = 0 íå iñíó¹ öiëîãî n ∈ Z òàêîãî,
ùîá âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi nl 6 k < (n+ 1)l.

28. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ, ïîâíîòó ïî-
ðÿäêó 6, àáî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

29. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè òå, ùî m,m+ 1,m+ 2, ...,m+ n− 1
¹ ïîñëiäîâíiñòþ ç n ðiçíèõ ñóñiäíiõ öiëèõ ÷èñåë.

30. r = 0; 1; 4; 7.
32. Äëÿ ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë íåðiâíiñòü Àðõiìåäà ìà¹ òàêèé âè-

ãëÿä: (∀k, l ∈ Z)(l ∈ N→ (∃n ∈ N)k < nl).Âêàçiâêà. Äëÿ äîâåäåííÿ
öi¹¨ íåðiâíîñòi âèêîðèñòàòè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
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íàëüíèõ ÷èñåë òà ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë

1. Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíà àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà,
ùî ìiñòèòü ñèñòåìó öiëèõ ÷èñåë; ðiçíi øëÿõè éîãî ââåäåííÿ.

2. Äåÿêi âëàñòèâîñòi ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
3. Ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíå íåïåðåðâíå ðîçøèðåííÿ

ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
4. Äåÿêi âëàñòèâîñòi ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.
5. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
6. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

8.1 Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíà àë�

ãåáðà¨÷íà ñèñòåìà, ùî ìiñòèòü ñèñòåìó öiëèõ

÷èñåë; ðiçíi øëÿõè éîãî ââåäåííÿ

1. Öiëi ÷èñëà öiëêîì çàäîâîëüíÿþòü ïîòðåáè ðàõóíêó îêðåìèõ
ïðåäìåòiâ, êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Àëå, ïå-
ðåõîäÿ÷è, íàïðèêëàä, äî ïiäðàõóíêó êiëüêîñòi ãðóï, êîæíà ç ÿêèõ
ìiñòèòü îäíó i òó æ ñàìó êiëüêiñòü ïðåäìåòiâ, ìè ïðèõîäèìî äî
îñòàííüî¨ ïî ïiäðàõóíêó ãðóïè, ó ÿêî¨ óæå ìîæå âèÿâèòèñÿ ëèøå
äåÿêà ÷àñòèíà ïðåäìåòiâ ó ïîðiâíÿííi ç òèìè îäíàêîâèìè êiëü-
êîñòÿìè, ÿêi ñêëàäàþòü ïîïåðåäíi ãðóïè. Ó ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî
äî äåÿêî¨ ÷àñòèíè ãðóïè, ÿêà íå ïðåäñòàâëÿ¹ ¹äèíî¨ öiëî¨ ãðóïè.
Òîìó ìàòèìåìî äåÿêó ÷àñòèíó îäèíèöi âèìiðó.

Ç òàêèìè âèïàäêàìè âèìiðþâàíü ìè çóñòði÷à¹ìîñÿ íà êîæíî-
ìó êðîöi, êîëè ïðèõîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç ÷àñòèíêàìè öiëî¨ ÿêî¨ñü
îäèíèöi, òîáòî, ãîâîðÿòü, ìàòè ñïðàâó ç äðîáîâèìè ÷àñòèíàìè (âiä
ñëîâà

”
äðîáèòè“ ÷è

”
äðiáíèòè“ íà ìåíøi ÷àñòèíêè). Òàêèì ÷èíîì

ïðèõîäèìî ïðèðîäíî äî ïîíÿòòÿ äðîáó ÿê ÷àñòèíêè öiëîãî.

2. Äàìî çàãàëüíå îçíà÷åííÿ äðîáó ó âèãëÿäi íàçâè ðàöiîíàëü�
íîãî (äðîáîâîãî) ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 8.1.1. Ðàöiîíàëüíèì (äðîáîâèì) ÷èñëîì íà�

çèâà¹òüñÿ çàïèñ âèäó
p

q
, äå q ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
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äiéñíèõ ÷èñåë

p ∈ Z � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî, à ðîçäiëîâà ðèñêà
”
−“ � öå ðîçäiëî�

âèé çíàê; ïðè öüîìó ÷èñëî q íàçèâàþòü çíàìåííèêîì, à ÷èñëî p

� ÷èñåëüíèêîì ðàöiîíàëüíî ÷èñëà
p

q
.

Îçíà÷åííÿ 8.1.2. Ðàöiîíàëüíi ÷èñëà
p

q
i
r

s
íàçèâàþòüñÿ ðiâ�

íèìè ìiæ ñîáîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ps = rq, òîáòî

p

q
=
r

s

df⇐⇒ ps = rq,

äå q, s ∈ N; p, r ∈ Z.

Íàïðèêëàä,
−3

8
=
−9

24
, îñêiëüêè (−3) · 24 = (−9) · 8 = −72.

Îçíà÷åííÿ 8.1.3. Ñêîðî÷åííÿì äðîáîâîãî ÷èñëà
p

q
íàçèâà�

¹òüñÿ çàìiíà öüîãî ÷èñëà ðiâíèì éîìó äðîáîâèì ÷èñëîì
r

s
òàêèì,

ùî ìîäóëi ÷èñåëüíèêà r i çíàìåííèêà s ÷èñëà
r

s
áóäóòü ìåíøèìè

â ïîðiâíÿííi ç ìîäóëÿìè ÷èñåëüíèêà p i âiäïîâiäíî çíàìåííèêà q

÷èñëà
p

q
.

Íàïðèêëàä, äðîáîâå ÷èñëî
12

28
ñêîðîòèìî íà 2 i îòðèìà¹ìî

6

14
,

à ñêîðîòèâøè îñòàíí¹ ÷èñëî ùå íà 2, îñòàòî÷íî ìàòèìåìî
3

7
; îòæå,

12

28
=

6

14
=

3

7
.

Îçíà÷åííÿ 8.1.4. Äðîáîâå ÷èñëî
p

q
íàçèâà¹òüñÿ íåñêîðî�

òíèì, ÿêùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äëÿ p i q ðiâíèé îäè�

íèöi, ùî çàïèñóþòü ðiâíiñòþ (p; q)
df
= 1; à ÿêùî æ (p; q) = d > 1,

òî äðîáîâå ÷èñëî ìîæíà, ãîâîðÿòü, ñêîðîòèòè íà íàòóðàëüíå ÷è�
ñëî d, â ðåçóëüòàòi ÷îãî i îòðèìà¹òüñÿ óæå íåñêîðîòíèé äðiá.

Íàïðèêëàä, â äðîáîâîìó ÷èñëi
12

28
ìà¹ìî (12; 28) = 4; òîìó

ðiâíiñòü
12

28
=

3

7
âêàçó¹ íà òå, ùî öå äðîáîâå ÷èñëî

12

28
ñêîðîòè-

ëè íà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåëüíèêà i çíàìåííèêà d =

= (12; 28) = 4 i îòðèìàëè íåñêîðîòíèé äðiá
3

7
. Ëåãêî áà÷èòè, ùî:
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à) äîâiëüíå äðîáîâå ÷èñëî ìîæíà çàâæäè ïåðåòâîðèòè â íåñêî-
ðîòíèé äðiá;

á) íåñêîðîòíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà
p

q
i
r

s
ðiâíi ìiæ ñîáîþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi p = r i q = s.

3. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ÷åðåç Q, òîáòî

Q df
=

{
p

q

∣∣∣q ∈ N ∧ p ∈ Z
}
. Bâåäåìî íà öié ìíîæèíi äi¨ äîäàâàííÿ + i

ìíîæåííÿ · òà âiäíîøåííÿ
”
6“, à ñàìå: íåõàé

p

q
,
r

s
∈ Q; òîäi

p

q
+
r

s

df
=
ps+ rq

qs
=
m

n
, äå (m,n) = 1;4

p

q
· r
s

df
=
pr

qs
=
m

n
, äå (m,n) = 1;

p

q
6
r

s

df⇐⇒ ps 6 rq.

Oñêiëüêè
0

s
=

0

1
,
s

s
=

1

1
, äå s ∈ N, òî ëåãêî áà÷èòè, ùî

0

1
ãðà¹

ðîëü íåéòðàëüíîãî äðîáîâîãî ÷èñëà ïðè äîäàâàííi,
1

1
� ðîëü íåé-

òðàëüíîãî ÷èñëà ïðè ìíîæåííi i
0

1
� ðîëü ïîãëèíàþ÷îãî ÷èñëà (íó-

ëÿ) ïðè ìíîæåííi; òîáòî

p

q
+

0

1
=

0

1
+
p

q
=
p

q
;
p

q
· 1

1
=

1

1
· p
q

=
p

q
;
p

q
· 0

1
=

0

1
· p
q

=
0

1
.

4. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà Q = (Q; +, ·,6) ¹
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèì ïîëåì, ó ÿêîìó âiäíîøåííÿ 6, ââåäåíå âè-
ùå, ¹ ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì íåñòðîãîãî ïîðÿäêó, ÿêå óçãîäæó¹òüñÿ
ç ââåäåíèìè äiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ. Ó öüîìó ïîëi äi¨ âiä-
íiìàííÿ òà äiëåííÿ íà íåíóëüîâå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà çàäàòè
÷åðåç äi¨ äîäàâàííÿ òà âiäïîâiäíî ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à
ñàìå:

p

q
− r

s

df
=
p

q
+
(
−r
s

)
=
ps− rq
qs

=
m

n
, äå (m,n) = 1;

p

q
:
r

s

df
=
p

q
· s
r

=
ps

qs
=
m

n
, äå r 6= 0; (m,n) = 1.

4Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâîõ ÷èñåë m i n = 1.
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Îçíà÷åííÿ 8.1.5. Îòðèìàíà àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (Q; +, ·, ·,6)
íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

5. Îòðèìàíå ïîëå (Q; +, ·,6) ¹ ñïðàâäi ìiíiìàëüíèì ðîçøèðåí-
íÿì ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë (Z; +, ·,6). Äiéñíî, ëåãêî áà÷èòè, ùî ââå-
äåíi ðàíiøå äi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ òà âiäíîøåííÿ ïî-

ðÿäêó 6 ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âèäó
p

1
,
r

1
, ÿêi âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì

÷èíîì ìîæíà ñïiâñòàâèòè ç öiëèìè ÷èñëàìè p òà âiäïîâiäíî r, ìà-
þòü âèãëÿä, àíàëîãi÷íèé òîìó âèãëÿäó, ùî ìà¹ ìiñöå äëÿ öiëèõ ÷è-
ñåë, à ñàìå:

p

1
± r

1
=
p± r

1
⇔ p± r � äi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ;

p

1
· r

1
=
p · r

1
⇔ p · r � äiÿ ìíîæåííÿ;

p

1
6
r

1
⇔ p 6 r � âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó äëÿ öiëèõ ÷èñåë p, q,∈ Z.

Çàóâàæèìî ïðè öüîìó, ùî ðîçäiëîâó ðèñêó
”
−“, ÿêà áóëà íàìè

ââåäåíà ðàíiøå ôîðìàëüíî ÿê ðîçäiëîâèé çíàê ìiæ ÷èñåëüíèêîì p i

çíàìåííèêîì q ïðè âèçíà÷åííi ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà
p

q
, òåïåð ìîæíà

ïî ñóòi çìiñòîâíî òðàêòóâàòè ÿê çíàê äiëåííÿ ìiæ öiëèìè ÷èñëàìè

p ∈ Z i q ∈ N, à ñàìå:
p

q

df
=
p

1
:
q

1

df
= p : q. Öèì ñàìèì ìîæíà òðà-

êòóâàòè äîâiëüíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
p

q
ÿê ÷àñòêó âiä äiëåííÿ öiëîãî

÷èñëà p ∈ Z íà íàòóðàëüíå ÷èñëî q ∈ N. À òîìó íóëü
0

1
i îäèíè-

öÿ
1

1
ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ñïiâïàäàþòü ç íóëåì 0 i îäèíèöåþ

1 êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë. Â ñèëó âiäìi÷åíîãî çàóâàæåííÿ i âèçíà÷åííÿ
ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî öå ïîëå ¹ äié-
ñíî ðîçøèðåííÿì ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë: âñi öiëi ÷èñëà p ∈ Z � öå

¹ ÷àñòèííèé âèïàäîê ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âèäó
p

1
, à òi ðàöiîíàëüíi

÷èñëà âèäó
p

q
, â ÿêèõ q > 1 i (p, q) = 1, ¹ íîâèìè ÷èñëàìè, ÿêi íå

ìiñòÿòüñÿ â êiëüöi (Z; +, ·).

6. Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà áóëî áè êîðîòêî âèçíà÷èòè
íàñòóïíèì ñïîñîáîì.
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Îçíà÷åííÿ 8.1.6. Ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ òà�
êå ïîëå, ÿêå ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçøèðåííÿì ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë.

Ó öüîìó îçíà÷åííi ïðèñóòíi âñi àêñiîìè ïîëÿ, à ñëîâà
”
ìiíiìàëü-

íå ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë“ îçíà÷àþòü òå, ùî ñèñòåìà öi-
ëèõ ÷èñåë ìiñòèòüñÿ ó öüîìó ïîëi i ìà¹ ìiñöå àêñiîìà, ÿêà ¹ ïî ñóòi
óçàãàëüíåííÿì àêñiîìè iíäóêöi¨ ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:

(Z ⊂M ⊂ Q ∧ (∀a, b ∈M)(b 6= 0→ ab−1 ∈M))⇒M = Q,

äå
Z � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë;
Q � ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
b−1 � îáåðíåíèé åëåìåíò äî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà b ∈M ⊂ Q.
Áåçïåðå÷íî, ùî ïðè òàêîìó îçíà÷åííi 8.1.6 ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë ìîæíà áóëî áè ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìî-
æíà ïîäàòè ÿê ÷àñòêó äâîõ öiëèõ ÷èñåë p, q ∈ Z, ïðè÷îìó q ∈ N ⊂ Z
� íàòóðàëüíå ÷èñëî.

7. Ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë iíîäi ââîäÿòü i ÿê ôàêòîð-ñèñòåìó
((Z× N)/εZ;⊕, ∗,6), äå ((Z× N)/εZ) � ôàêòîð-ìíîæèíà, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi εZ, ïîáóäîâàíèõ íà äåêàðòîâîìó
äîáóòêó Z × N ìíîæèí Z öiëèõ ÷èñåë i N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çà
äîïîìîãîþ òàêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi:

(p; q) ≡ (r; s)(εZ)
df⇐⇒ ps = qr,

äå p, r ∈ Z � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà, q, s ∈ N � äîâiëüíi íàòóðàëüíi
÷èñëà, à [(p; q)] � êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ïî εZ, òîáòî

[(p; q)]
df
= {(r; s) ∈ Z× N|ps = qr}.

Íà ôàêòîð-ìíîæèíi (Z×N)/εZ ââåäåìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíî-
æåííÿ:

[(p; q)]⊕ [(r; s)]
df
= [(ps+ qr; qs)];

[(p; q)] ∗ [(r; s)]
df
= [(pr; qs)].

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òàê ââåäåíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ⊕ òà ìíîæåííÿ ∗
óòâîðþþòü ïîëå ((Z × N)/εZ;⊕, ∗), içîìîðôíå ïîáóäîâàíîìó âèùå
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ïîëþ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ó ÿêîìó ìîæíà ââåñòè ëiíiéíèé ïîðÿäîê
6, ÿêèé óçãîäæó¹òüñÿ iç ââåäåíèìè äiÿìè äîäàâàííÿ ⊕ òà ìíîæå-
ííÿ ∗. Ðîëü íóëÿ â öüîìó ïîëi ãðà¹ êëàñ [(0; 1)], ðîëü îäèíèöi �
êëàñ [(1; 1)], ðîëü ïðîòèëåæíîãî åëåìåíòà äî êëàñó [(p; q)] � êëàñ
[(−p; q)], ðîëü îáåðíåíîãî åëåìåíòà äî íåíóëüîâîãî êëàñó [(p; q)], äå
p 6= 0, � êëàñ [(q; p)]. Îïåðàöi¨ âiäíiìàííÿ, äiëåííÿ, îáåðíåíi äî
îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ⊕ i âiäïîâiäíî ìíîæåííÿ ∗, âèðàæàþòüñÿ ðiâíî-
ñòÿìè

[(p; q)]	 [(r; s)]
df
= [(ps− qr; qs)];

[(p; q)] : [(r; s)]
df
= [(ps; qr)], ÿêùî r 6= 0,

à âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó 6 ìiæ êëàñàìè ââîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

[(p; q)] 6 [(r; s)]
df⇐⇒ ps 6 rq.

8.2 Äåÿêi âëàñòèâîñòi ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

1. Ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ (àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè) ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà
ââîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå ïîíÿòòÿ ââîäèëîñÿ äëÿ öiëèõ ÷è-
ñåë.

Îçíà÷åííÿ 8.2.1.

∣∣∣∣pq
∣∣∣∣ � ìîäóëü ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà

p

q
,

ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∣∣∣∣pq
∣∣∣∣ df=


p

q
, äå p ∈ N ∪ {0},òîáòî p > 0;

−p
q
, äå p ∈ N−,òîáòî p < 0,

äå q ∈ N, p ∈ Z � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà.

Îòæå, ìîäóëü

∣∣∣∣pq
∣∣∣∣ ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà

p

q
� öå òàêå íåâiä'¹ìíå

ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå ñïiâïàäà¹ ç
p

q
, ÿêùî p > 0, àáî ç

−p
q
, ÿêùî

p < 0.

2. Äàìî îçíà÷åííÿ ïðàâèëüíîãî i íåïðàâèëüíîãî äðîáiâ:
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Îçíà÷åííÿ 8.2.2. Ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
p

q
íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëü�

íèì äðîáîì, ÿêùî |p| < q, i íåïðàâèëüíèì äðîáîì, ÿêùî
|p| > q.

Î÷åâèäíî, ùî
p

q
� ïðàâèëüíèé äðiá òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âè-

êîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

−1 <
p

q
< 1,

ùî ðiâíîñèëüíî íåðiâíîñòÿì −q < p < q.
Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 8.2.1. Äîâiëüíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà ¹äèíèì ÷è�
íîì ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè öiëîãî ÷èñëà i íåâiä'¹ìíîãî ïðàâèëüíîãî
äðîáó.

Äîâåäåííÿ ëåãêî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 7.2.2 ïðî äiëåííÿ öiëîãî
÷èñëà ç îñòà÷åþ, ñòîðiíêà 145 (äîâåäåííÿ ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíî).

Îçíà÷åííÿ 8.2.3. Çâåäåííÿ ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà
p

q
äî ñóìè

n+
r

q
öiëîãî ÷èñëà n ∈ Z i íåâiä'¹ìíîãî ïðàâèëüíîãî äðîáó

r

q
, òîá�

òî
p

q

df
= n+

r

q
, íàçèâà¹òüñÿ âèäiëåííÿì öiëî¨ ÷àñòèíè n ðàöiî�

íàëüíîãî ÷èñëà
r

q
, à ïðàâèëüíèé äðiá

r

q
íàçèâà¹òüñÿ äðîáîâîþ

÷àñòèíîþ ÷èñëà
p

q
.

Ïðèêëàäè.

1.
35

9
=

3 · 9 + 8

9
= 3 +

8

9
;

2.
−49

13
=
−4 · 13 + 3

13
= −4 +

3

13
.

Çàóâàæèìî, ùî â öiëÿõ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ïðè âèäiëåííi öiëî¨
÷àñòèíè äîäàòíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà çíàê äîäàâàííÿ ó çàïèñi
p

q
= n +

r

q
ïðîïóñêàþòü. Àíàëîãi÷íå ñêîðî÷åííÿ çäiéñíþþòü i ó

âèïàäêó âiä'¹ìíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà. Â ðåçóëüòàòi ðàöiîíàëüíi
÷èñëà ç ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäiâ ìîæíà ïîäàòè ó òàêié ôîðìi:

1.
35

9
= 3 +

8

9
= 3

8

9
;
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2.
−49

13
= −49

13
= −3 · 13 + 10

13
= −

(
3 +

10

13

)
= −3

10

13

àáî æ
−49

13
= −4 +

3

13
= 4

3

13
, äå â îñòàííüîìó çàïèñi çíàê

”
ìiíóñ“

âèñòàâëåíèé íàä öiëîþ ÷àñòèíîþ, à â ïåðåäîñòàííüîìó çàïèñi âæèòà
âiä'¹ìíà äðîáîâà ÷àñòèíà, îñêiëüêè çíàê

”
ìiíóñ“ â çàïèñi ñòîñó¹òüñÿ

äî âñüîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà.

3. Âiäíîøåííÿ ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó 6, ÿêå ââåäåíå äëÿ ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë íà ñòîðiíöi 153, ïîêàçó¹, ùî åëåìåíòè ïîëÿ ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ, ÿêà íå áóëà ïðèòàìàííà äëÿ
ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë � öå âëàñòèâiñòü ùiëüíîñòi, ÿêà ðîçêðèâà¹-
òüñÿ â òàêié òåîðåìi:

Òåîðåìà 8.2.2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
p

q
,
r

s
òàêèõ,

ùî
p

q
<
r

s
, çíàéäåòüñÿ áåçëi÷ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

k

l
, ùî çàäîâîëü�

íÿþòü íåðiâíîñòÿì
p

q
<
k

l
<
r

s
, äå q, l, s ∈ N; p, k, r ∈ Z.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
p

q
,
r

s
� òàêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, ùî

p

q
<
r

s
,

äå q, s ∈ N; p, r ∈ Z, i n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Oñêiëü-

êè
p

q
=

ps · (n+ 1)

qs · (n+ 1)
<

rq(n+ 1)

qs(n+ 1)
=

r

s
, òî î÷åâèäíî, ùî (n + 1) 6

6 rq(n + 1) − ps(n + 1). Òîìó ìà¹ ìiñöå òàêèé ëàíöþæîê íåðiâíî-

ñòåé äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë:
p

q
=

ps · (n+ 1)

qs · (n+ 1)
<

ps(n+ 1) + 1

qs(n+ 1)
<

<
ps(n+ 1) + 2

qs(n+ 1)
< ... <

ps(n+ 1) + n

qs(n+ 1)
<
rq(n+ 1)

qs(n+ 1)
=
r

s
, ÿêèé âêàçó¹

íà òå, ùî ìiæ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè
p

q
,
r

s
, äå

p

q
<

r

s
, ðîçìiñòè-

ëîñÿ n ðiçíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
k

l
, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

p

q
<
k

l
<
r

s
, äå n ∈ N � áóäü-ÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÷èì i çàâåðøó-

¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè �
Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âîëîäi¹ âëà-

ñòèâiñòþ ùiëüíîñòi, òî âîíî íå ¹ äèñêðåòíèì, òîáòî âîíî íå âîëîäi¹
âëàñòèâiñòþ

”
ìàòè ñóñiäíi åëåìåíòè“, ÿê öå ìàëî ìiñöå äëÿ ñèñòåìè
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öiëèõ ÷èñåë, êîëè, íàïðèêëàä, ÷èñëà k i k + 1 ¹ ñóñiäíiìè öiëèìè
÷èñëàìè, à ìiæ íèìè íå iñíó¹ íi æîäíîãî öiëîãî ÷èñëà l òàêîãî, ùîá
âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi k < l < k + 1.

4. Ïîäiáíî äî òîãî, ÿê ñèñòåìà öiëèõ ÷èñåë àðõiìåäiâñüêè óïî-
ðÿäêîâàíà, ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ëåãêî ïîêàçàòè, òåæ àðõiìå-
äiâñüêè óïîðÿäêîâàíå, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Àðõiìåäà,
ÿêà äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìà¹ âèãëÿä òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ:(

∀p
q
,
r

s
∈ Q

)(
r ∈ N→ (∃n ∈ N)

(
p

q
< n · r

s

))
.

8.3 Ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíå íåïåðåðâ�

íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

1. Ðàíiøå óæå íå ðàç âiäìi÷àëîñÿ, ùî îäíèì iç îñíîâíèõ iíñòðó-
ìåíòiâ äîñëiäæåííÿ êiëüêiñíèõ ñïiââiäíîøåíü â ðåàëüíîìó æèòòi
¹ ÷èñëî. À òîìó íå äèâíî, ùî ïîíÿòòÿ ÷èñëà ¹ îäíèì iç ñàìèõ
âàæëèâèõ ïîíÿòü â ìàòåìàòèöi. Ðiçíîìàíiòíi çàäà÷i ïðàêòèêè, ÿêi
ïîâ'ÿçàíi ç ðiçíèìè âèìiðþâàííÿìè, ïîðiâíÿííÿìè, îöiíêàìè òèõ
÷è iíøèõ âåëè÷èí, íåìîæëèâî ðåàëiçóâàòè áåç çàñòîñóâàííÿ ÷èñåë.

Ïðè äîñëiäæåííi òà ðîçâ'ÿçóâàííi òàêèõ çàäà÷ ïðèõîäèìî äî
âèñíîâêó ïðî òå, ùî ïî ìiði óñêëàäíåííÿ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç âè-
ìiðþâàííÿìè, îöiíêàìè ïåâíèõ âåëè÷èí, à îñîáëèâî ãåîìåòðè÷íèõ
âåëè÷èí ÷è òàêèõ âåëè÷èí, ÿê ìàñà, ðiçíîìàíiòíi åëåêòðîìàãíiòíi
õàðàêòåðèñòèêè, íåîáõiäíî ðîçøèðþâàòè ñèñòåìó ÷èñåë. Òàê âiä ñè-
ñòåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìè ïåðåéøëè äî ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë, âiä
ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë � äî ñèñòåìè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà âèÿâè-
ëàñü ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèì ïîëåì ç âëàñòèâiñòþ ùiëüíîñòi, êîëè
ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà çàäàíèìè ðiçíèìè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè
iñíó¹ áåçëi÷ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, îáìåæåíèõ
âêàçàíèìè ÷èñëàìè.

2. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî i ââåäåíå íàìè âèùå ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíå
ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, õî÷à âîíî i âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ùiëüíîñòi,
íåäîñòàòí¹ íàâiòü äëÿ áàãàòüîõ çàäà÷ øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Çãàäàé-
òå ëèøå âiäîìó çàäà÷ó íà âèìiðþâàííÿ äîâæèíè ãiïîòåíóçè ðiâíî-
áåäðåíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ç êàòåòàìè îäèíè÷íî¨ äîâæè-
íè àáî çàäà÷ó ïðî âèìiðþâàííÿ äîâæèíè êîëà îäèíè÷íîãî ðàäióñà.
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Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî æîäíó iç öèõ äâîõ çàäà÷ íåìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè,
âèõîäÿ÷è ç ÷èñëîâîãî ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Àáî âiçüìåìî, êàçà-
ëîñü áè, íåñêëàäíó àëãåáðà¨÷íó çàäà÷ó

”
çíàéòè äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ xn+1 = p, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, à n ∈ N � çàäàíå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî“, ÿêó òåæ íåìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè â ïîëi ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë.

3. Òîìó âèíèêëî ïèòàííÿ ïðî òå, ùîá ìiíiìàëüíî ðîçøèðèòè çãà-
äàíå ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë äî òàêîãî ïîëÿ, ÿêå á ìiñòèëî ÿê ïiä-
ïîëå ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíå ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i ðàçîì ç òèì
äàâàëî ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíîìàíiòíi ïðàêòè÷íi çàäà÷i âè-
ìiðþâàííÿ âåëè÷èí. Òàêå ïîëå íàçèâàþòü ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.
Íà äàíèé ÷àñ iñíóþòü êiëüêà ðiçíèõ òåîðié ïîáóäîâè ïîëÿ äiéñíèõ
÷èñåë. Âñi öi ïîáóäîâè ìîæíà ðîçáèòè íà äâà êëàñè.Ïåðøèé êëàñ
� öå êîíñòðóêòèâíà ïîáóäîâà, êîëè íà îñíîâi ïîïåðåäíüî¨ ÷è-
ñëîâî¨ ñèñòåìè ÿê áóäiâåëüíîãî ìàòåðiàëó êîíñòðóþþòü ÷èñëà íîâî¨
÷èñëîâî¨ ñèñòåìè. Äðóãèé êëàñ � öå àêñiîìàòè÷íà ïîáóäîâà,
êîëè îñíîâíi âëàñòèâîñòi ÷èñåë íîâî¨ ñèñòåìè çàäàþòüñÿ àêñiîìàìè.

4. Ââåäåìî îçíà÷åííÿ ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíîãî ïî-
ïåðåäíüîãî ðîçøèðåííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîãî ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë.

Íåõàé (Q; +; ·;6) � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíå ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë, à âïîðÿäêîâàíà ïàðà ïiäìíîæèí (A;B) ç Q óòâîðþþòü ðîçáè�
òòÿ ìíîæèíè Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Öå îçíà÷à¹, ùî � öå òàêi
íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

A ∪B = Q ∧ A ∩B = ∅,

òîáòî A i B � öå íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè ç Q, ÿêi ìiæ ñîáîþ íå
ïåðåòèíàþòüñÿ, à ¨õ îá'¹äíàííÿ äà¹ âñþ ìíîæèíó Q.

Îçíà÷åííÿ 8.3.1. Ïàðà ïiäìíîæèí (A;B) ìíîæèíè Q ðàöiî�
íàëüíèõ ÷èñåë óòâîðþþòü ðîçðiç äàíîãî âïîðÿäêîâàíîãî ïîëÿ ðà�
öiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêùî öi ïiäìíîæèíè óòâîðþþòü òàêå ðîç�
áèòòÿ ìíîæèíè Q, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀a ∈ A, b ∈ B)(a 6 b),

ïðè÷îìó ïiäìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì êëàñîì, à ïiäìíîæè�
íà B � ïðàâèì êëàñîì ðîçðiçó, à ñàì ðîçðiç (A;B) íàçèâà¹òüñÿ
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ðîçðiçîì Äåêåêiíäà â ÷åñòü íiìåöüêîãî ìàòåìàòèêà, ÿêèé çà�
ïðîïîíóâàâ ðîçãëÿäóâàíó íèæ÷å òåîðiþ ïîáóäîâè ïîëÿ äiéñíèõ ÷è�
ñåë.

Ìàë. 1.20. Þëióñ Âiëüãåëüì Ðiõàðä Äåäåêiíä (1831 � 1916 ðîêè)

Ïðè äåòàëüíîìó äîñëiäæåííi ðîçðiçiâ (A;B) â ïîëi ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíóþòü òðè òèïè ðîçðiçiâ:

1. Ëiâèé êëàñ A ìà¹ íàéáiëüøèé åëåìåíò, à ïðàâèé êëàñ B íå
ìà¹ íàéìåíøîãî åëåìåíòà; íàïðèêëàä, äî êëàñó A âõîäÿòü âñi ðà-

öiîíàëüíi ÷èñëà a ∈ A òàêi, ùî a 6
3

7
, à äî êëàñó B � âñi iíøi ðà-

öiîíàëüíi ÷èñëà, òîáòî âñi òàêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà b ∈ B, ùî 3

7
< b;

òîäi ëiâèé êëàñ A ìà¹ íàéáiëüøèé åëåìåíò
3

7
, à ïðàâèé êëàñ B íå

ìà¹ íàéìåíøîãî åëåìåíòà.
2. Ëiâèé êëàñ A íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà, à ïðàâèé êëàñ B

ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò; íàïðèêëàä, äî êëàñó B âõîäÿòü âñi òàêi
ðàöiîíàëüíi ÷èñëà b ∈ B, ùî −5 6 b, à äî êëàñó A � âñi iíøi
ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, òîáòî âñi òàêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà a ∈ A, ùî a <
−5; òîäi ïðàâèé êëàñ B ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò −5, à ëiâèé êëàñ A
íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà.

3. Ëiâèé êëàñ A íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà, à ïðàâèé êëàñ B
íå ìà¹ íàéìåíøîãî åëåìåíòà; íàïðèêëàä, äî êëàñó A âiäíåñåìî âñi
òàêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà a ∈ A, ùî a2 6 2, à äî ïðàâîãî êëàñó �
âñi iíøi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, òîáòî âñi òàêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà b ∈ B,
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ùî 2 < b2; íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî â öüîìó âèïàäêó íi ëiâèé êëàñ A
íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà, íi ïðàâèé êëàñ B íå ìà¹ íàéìåíøîãî
åëåìåíòà.

Îçíà÷åííÿ 8.3.2. Ðîçðiçè (A;B) ïåðøèõ äâîõ òèïiâ íàçèâàþ�
òüñÿ ðàöiîíàëüíèìè, à òå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå ¹ íàéáiëüøèì
â ëiâié ïiäìíîæèíi A ÷è íàéìåíøèì â ïðàâié ïiäìíîæèíi B, íà�
çèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì åëåìåíòîì ðîçðiçó, ÿêèé âçà¹ìíî îäíî�
çíà÷íèì ÷èíîì ñïiâñòàâëÿ¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì ðîçðiçîì ïåðøîãî
÷è äðóãîãî òèïó.

Îçíà÷åííÿ 8.3.3. Ðîçðiç (A;B) òðåòüîãî òèïó, ÿêèé î÷åâèäíî
íå ìà¹ ðàöiîíàëüíîãî ãðàíè÷íîãî åëåìåíòà, íàçèâà¹òüñÿ iððàöiî�
íàëüíèì ðîçðiçîì, ÿêîìó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì ÷èíîì áóäåìî
ñïiâñòàâëÿòè åëåìåíò íîâî¨ ïðèðîäè � íå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå
íàçèâàòèìåìî iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íîâó áiëüø øèðîêó â ïîðiâíÿííi ç ìíî-
æèíîþ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ìíîæèíó R, ÿêó íàçâåìî ìíîæèíîþ
äiéñíèõ ÷èñåë, ùî ¹ îá'¹äíàííÿì R = Q∪ Ir ìíîæèíè ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë i ìíîæèíè Ir iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó Q∩Ir = ∅.

Äëÿ çðó÷íîñòi ìîæíà ðîçãëÿäàòè â çâ'ÿçêó ç öèì ëèøå ðàöiî-
íàëüíi òà iððàöiîíàëüíi ðîçðiçè (A;B) òàêi, ùî â ìíîæèíi R äiéñíèõ
÷èñåë ïiäìíîæèía A çàâæäè íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà, à ïiä-
ìíîæèíà B çàâæäè ìà¹ íàéìåíøèé åëåìåíò. Òîäi öåé ãðàíè÷íèé
åëåìåíò ðîçðiçó (A;B) ¹ ðàöiîíàëüíèì, ÿêùî ðîçðiç (A;B) ðàöiî-
íàëüíèé, àáî ¹ iððàöiîíàëüíèì, ÿêùî ðîçðiç (A;B) iððàöiîíàëüíèé
(ó ÿêîãî, àêöåíòó¹ìî, ïiäìíîæèíà B íå ìà¹ íàéìåíøîãî åëåìåíòà â
ìíîæèíi Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, àëå ìà¹ éîãî â ìíîæèíi R äiéñíèõ
÷èñåë). Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíà ìíîæèíà R âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ¹, ãî-
âîðÿòü, íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ, îñêiëüêè âñi ðîçðiçè âîëîäiþòü
ãðàíè÷íèìè åëåìåíòàìè, ÿêi óòâîðþþòü öþ ìíîæèíó R äiéñíèõ ÷è-
ñåë.

5. Íà ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë ìîæíà ââåñòè âiäíîøåííÿ ïî-
ðÿäêó 6 òà àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà îáåðíåíi
äî íèõ � âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ. Ââåäåìî äëÿ çðó÷íîñòi òàêå ïîçíà-
÷åííÿ:

α = (B;C),
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äå α ∈ R � äiéñíå ÷èñëî, ùî ¹ ãðàíè÷íèì åëåìåíòîì ðîçðiçó (B;C),
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íà äâi
ïiäìíîæèíè òàêi, ùî

(∀b, c ∈ Q)(b ∈ B ∧ c ∈ C → b 6 c),

ïðè÷îìó α ¹ íàéìåíøèì åëåìåíòîì ìíîæèíè C, ÿêùî α ∈ Q i ðîçðiç
(B;C) ¹ ðàöiîíàëüíèì, àáî æ α ∈ Ir i ðîçðiç ¹ iððàöiîíàëüíèì.

Îçíà÷åííÿ 8.3.4. ×èñëà α1 = (B1;C1) i α2 = (B2;C2) íàçèâàþ�
òüñÿ ðiâíèìè ìiæ ñîáîþ äiéñíèìè ÷èñëàìè, ÿêùî B1 = B2,
òîáòî

α1 = α2
df⇐⇒ B1 = B2.

Î÷åâèäíî, ùî α1 = α2 ⇔ C1 = C2, îñêiëüêè C1 = Q \ B1, C2 =
= Q \B2.

Îçíà÷åííÿ 8.3.5. Âiäíîøåííÿ íåñòðîãîãî i ñòðîãîãî ïîðÿäêiâ
ó ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë ââîäÿòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

à) α1 6 α2
df⇐⇒ B1 ⊂ B2;

á) α1 < α2
df⇐⇒ B1 ⊂ B2 ∧B1 6= B2.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ââåäåíi âiäíîøåííÿ íåñòðîãîãî i ñòðîãîãî ïî�
ðÿäêiâ â ìíîæèíi R äiéñíèõ ÷èñåë ëiíiéíi.

Íåõàé α1 = (B1;C1), α2 = (B2;C2) � äâà äiéñíèõ ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 8.3.6. Ñóìîþ α1+α2
df
= (B;C) öèõ äâîõ äiéñíèõ

÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ òàêå äiéñíå ÷èñëî α
df
= (B;C), ùî B

df
= B1 +

+B2
df
= {b1 + b2|b1 ∈ B1 ∧ b2 ∈ B2}, C

df
= Q \B.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî íóëü 0
df
= ({x ∈ Q|x < 0}, {x ∈ Q|0 6 x}) df

=
(B0;C0) ¹ íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiäíîñíî äîäàâàííÿ äiéñíèõ ÷è-
ñåë, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀α ∈ R)(0 + α = α+ 0 = α).

Îçíà÷åííÿ 8.3.7. Äiéñíå ÷èñëî −α df
= (−C;−B) íàçèâà¹òüñÿ

ïðîòèëåæíèì äî ÷èñëà α = (B;C), ÿêùî −C df
= {−c|c ∈ C},

−B df
= {−b|b ∈ B}, ïðè÷îìó ãðàíè÷íèé åëåìåíò c ∈ B ðîçðiçó (B;C)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ãðàíè÷íèé åëåìåíò −c ∈ −B ðîçðiçó (−C;−B).
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Íàïðèêëàä, äî ÷èñëà 3 = ({x ∈ Q|x < 3}, {x ∈ Q|3 6 x}) ïðî-
òèëåæíèì ¹ ÷èñëî −3 = ({x ∈ Q|x < −3}, {x ∈ Q| − 3 6 x}).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äî êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ∈ R iñíó¹
¹äèíå ïðîòèëåæíå ÷èñëî −α ∈ R òàêå, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

−α+ α = α+ (−α) = 0; −(−α) = α,

ïðè÷îìó àëãåáðà (R; +) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Îçíà÷åííÿ 8.3.8. Äiéñíå ÷èñëî α = (B;C) íàçèâà¹òüñÿ
à) âiä'¹ìíèì, ÿêùî α < 0, òîáòî B ⊂ B0 ∧B 6= B0;
á) äîäàòíèì, ÿêùî 0 < α, òîáòî B0 ⊂ B ∧B0 6= B0.

Îçíà÷åííÿ 8.3.9. Äîáóòêîì α1α2
df
= (B;C) äâîõ äîäàòíèõ

äiéñíèõ ÷èñåë α1 = (B1;C1) i α2 = (B2;C2) íàçèâà¹òüñÿ òàêå

äiéñíå ÷èñëî α
df
= (B;C), ùî B

df
= B1B2

df
= {b ∈ Q|b 6 0 ∨ (∃b1 ∈

∈ B1, b2 ∈ B2)(0 < b1, b2 ∧ b = b1b2)}, C = Q \B.

Î÷åâèäíî, ùî äiéñíå ÷èñëî α ∈ R äîäàòíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ïðîòèëåæíå äî íüîãî äiéñíå ÷èñëî −α âiä'¹ìíå, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ ((0 < α) ⇔ (−α < 0)) äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî
÷èñëà α ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 8.3.10. Äîáóòîê ïðè ìíîæåííi äâîõ äiéñíèõ
÷èñåë α, β ∈ R, êîëè õî÷à áè îäíå ç öèõ ÷èñåë âiä'¹ìíå ïîäà�
ìî íà îñíîâi îçíà÷åííÿ 8.3.9 òàêèì ÷èíîì:

à) ÿêùî α ∈ R � äîäàòíå, à β ∈ R � âiä'¹ìíå äiéñíi ÷èñëà, äå,
îòæå, 0 < α, β < 0, òî

α · β df
= −(α · (−β)) < 0;

á) ÿêùî α ∈ R � âiä'¹ìíå, à β ∈ R � äîäàòíå äiéñíi ÷èñëà, äå
îòæå, α < 0, 0 < β òî

α · β df
= −(−(α) · β) < 0;

â) ÿêùî æ α, β ∈ R � âiä'¹ìíi äiéñíi ÷èñëà, òîáòî α, β < 0, òî

0 < α · β df
= (−α) · (−β).
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ßêùî îäèí iç ìíîæíèêiâ α, β íóëüîâèé, òî ïðèéìåìî α · β df
= 0.

Î÷åâèäíî, ùî ðîëü íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà ïðè ìíîæåííi äié-
ñíèõ ÷èñåë ãðà¹ çâè÷àéíà îäèíèöÿ 1, òîáòî (∀α ∈ R)(α · 1 = 1 · α).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äî êîæíîãî íåíóëüîâîãî äiéñíîãî ÷èñëà
iñíó¹ ¹äèíå îáåðíåíå ÷èñëî α−1 òàêå, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi
α · α−1 = α−1α = 1, çâiäêè ëåãêî ââîäèòüñÿ äiëåííÿ íà íåíóëüî-

âå äiéñíå ÷èñëî α òàê: β : α
df
=
β

α

df
= βα−1.

Â êiíöi-êiíöiâ, âiäìiòèìî, óòâîðèòüñÿ ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíå ïî-
ëå (R; +, ·,6) äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå, ãîâîðÿòü, áóäå ìiíiìàëüíèì íå-
ïåðåðâíèì ðîçøèðåííÿì ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíîãî ïîëÿ (Q; +, ·,6)
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

6. Ïîáóäîâàíå ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ¹ òàêèì ðîçøè-
ðåííÿì ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ùî çà äîïîìîãîþ äiéñíèõ ÷èñåë
ìîæíà âèêîíóâàòè âèìiðþâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ âåëè÷èí. Ïiäòâåð-
äæåííÿì öüîãî ôàêòó ¹ òå, ùî ìiæ ÷èñëàìè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè (R;6) äiéñíèõ ÷èñåë i òî÷êàìè êîîðäèíàòíî¨ (÷èñëîâî¨) ïðÿ-
ìî¨ âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü (äåòàëüíiøå
ç öèì ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ â òèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè, ÿêi ïðè-
ñâÿ÷åíi ïîáóäîâi ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë).

8.4 Äåÿêi âëàñòèâîñòi ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë

1. Äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë ïîíÿòòÿ ìîäóëÿ (àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè)
äiéñíîãî ÷èñëà ââîäèòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå ïîíÿòòÿ
ââîäèëîñÿ äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 8.4.1. |α| � ìîäóëü äiéñíîãî ÷èñëà α ∈ R, ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|α| df=

{
α, ÿêùî 0 6 α;

−α, ÿêùî α < 0.

Îòæå, ìîäóëü |α| äiéñíîãî ÷èñëà α ∈ R � öå íåâiä'¹ìíå äiéñíå
÷èñëî, ÿêå ñïiâïàäà¹ ç α, ÿêùî 0 6 α, àáî ç −α, ÿêùî α < 0.

Âiäìiòèìî äåÿêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ìîäóëiâ äiéñíèõ ÷èñåë,
ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ââåäåíèìè âèùå äiÿìè íàä äiéñíèìè ÷èñëàìè:

165



Íàéïðîñòiøi ïîíÿòòÿ ïðî ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë òà ïîëå

äiéñíèõ ÷èñåë

−|α| 6 α 6 |α|;
|α| − |β| 6 |α± β| 6 |α|+ |β|;

|αβ| = |α| · |β|;∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣ =
|α|
|β|

.

2.Ïîäiáíî äî òîãî, ÿê âïîðÿäêîâàíå ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âî-
ëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ùiëüíîñòi, âiäìi÷åíîþ ðàíiøå, âïîðÿäêîâàíå ïî-
ëå äiéñíèõ ÷èñåë òåæ âîëîäi¹ àíàëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ ùiëüíîñòi,
à ñàìå � ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 8.4.1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β ∈ R òàêèõ,
ùî α < β, çíàéäåòüñÿ áåçëi÷ äiéñíèõ ÷èñåë γ ∈ R òàêèõ, ùî çàäî�
âîëüíÿþòü ïîäâiéíó íåðiâíiñòü α < γ < β.

3. ßê i âïîðÿäêîâàíå ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë àðõiìåäiâñüêè
âïîðÿäêîâàíå, ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë òåæ àðõiìåäiâñüêè âïîðÿäêîâàíå,
òîáòî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Àðõiìåäà, ÿêà â äàííîìó âèïàäêó
ìà¹ âèãëÿä òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

(∀α, β ∈ R)(0 < β → (∃n ∈ N)α < nβ).

Íà îñíîâi íåðiâíîñòi Àðõiìåäà íåâàæêî äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî
äiëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ç îñòà÷åþ, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäïîâiäíî¨
òåîðåìè äëÿ öiëèõ ÷èñåë:

Òåîðåìà 8.4.2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α, β ∈ R òàêèõ,
ùî 0 < β, çíàéäóòüñÿ ¹äèíi öiëå ÷èñëî n ∈ Z i äiéñíå ÷èñëî r ∈ R
òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

α = nβ + r; 0 6 r < β.

Íàñëiäîê. Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ∈ R çíàéäåòüñÿ
òàêå ¹äèíå öiëå ÷èñëî n ∈ Z, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

n 6 α < n+ 1.

4. Äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë, êðiì ðîçãëÿíóòèõ âèùå äié, ââîäèòüñÿ i
óíàðíà îïåðàöiÿ ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðîçãëÿíå-
ìî, ÿê ââîäÿòüñÿ ïiäíåñåííÿ äî öiëîãî ñòåïåíÿ òà ïîâ'ÿçàíå ç íèì
äîáóâàííÿ êîðåíÿ íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ.
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ßêùî α ∈ R, ïðè÷îìó α 6= 0, òî çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:

a0
df
= 1;

an
df
= a · a · ... · a︸ ︷︷ ︸
n ìíîæíèêiâ

;

a−n
df
=

1

αn
,

äå n ∈ N � íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 8.4.3. Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî äîäàòíîãî ÷èñëà α ∈ R
i áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N iñíó¹ òàêå ¹äèíå äiéñíå äîäàòíå
÷èñëî β ∈ R, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü βn = α, i öå ¹äèíå ÷èñëî
β ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëi÷íî n

√
α; ñèìâîëi÷íî ôîðìóëþâàííÿ öüîãî

òâåðäæåííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

(∀α ∈ R)(∀n ∈ N)(0 < α→ (∃!β ∈ R)βn = α); β
df
= n
√
α;

îòðèìàíå çíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ àðèôìåòè÷íèì êîðåíåì n-ãî
ñòåïåíÿ ç äîäàòíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ∈ R.

ßêùî n ∈ N � ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
íå iñíó¹ êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ç âiä'¹ìíîãî äiéñíîãî ÷èñëà, à ÿêùî
æ n ∈ N � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî iñíó¹ ¹äèíèé êîðiíü n

√
α

ç äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà α ∈ R, çíàê ÿêîãî ñïiâïàäà¹ ç çíàêîì
α. Áóäåìî ââàæàòè, ùî n

√
0 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n ∈ N.
Ââiâøè ïîíÿòòÿ êîðåíÿ n

√
α íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n ç äiéñíîãî

÷èñëà, ìîæíà äàëi âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ ç äðîáîâèì ïîêàçíè-
êîì äëÿ äîäàòíîãî äiéñíîãî ÷èñëà, à ñàìå:

α
p
q
df
= q
√
αp, äå 0 < α, q ∈ N, p ∈ Z.

Äëÿ àðèôìåòè÷íèõ êîðåíiâ ìîæíà äîâåñòè ðÿä âëàñòèâîñòåé,
âiäîìèõ ç øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè:

1. n
√
αβ = n

√
α · n
√
β;

2. n

√
α

β
=

n
√
α

n
√
β

;

3. n
√
αm = ( n

√
α)m;
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4. kn
√
αk = n

√
α;

5. n
√

m
√
α = nm

√
α;

6. n

√
1
α = 1

n
√
α
,

äå 0 < α, β ∈ R � äîâiëüíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà.
Àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìàþòü ìiñöå i äëÿ ñòåïåíiâ ç ðàöiîíàëü-

íèìè ïîêàçíèêàìè, à ñàìå:
1. αr1 · αr2 = αr1+r2 ;

2.
αr1

αr2
= αr1−r2 ;

3. (αr1)r2 = αr1r2 ;
4. (αβ)r = αr · βr;
5.
(
α
β

)r
= αr

βr ;

6.
(
1
α

)r
= α−r,

äå 0 < α, β ∈ R � äîâiëüíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, à r1, r2, r ∈ Q �
äîâiëüíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà.

5. Âiäìi÷åíà íàìè ñèñòåìà äiéñíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíà ÿê ìiíi-
ìàëüíå íåïåðåðâíå ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, êîëè â
îñíîâó ïîáóäîâè äiéñíèõ ÷èñåë âçÿòî òàê çâàíi ïåðåðiçè Äåäåêií�
äà. Âiäïîâiäíà òåîðiÿ ïîáóäîâè ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ
òåîði¹þ Äåäåêiíäà.

Â ìàòåìàòèöi iñíó¹ öiëèé ðÿä iíøèõ òåîðié ïîáóäîâè ñèñòåìè
äiéñíèõ ÷èñåë, ç ÿêèìè ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ â äèñöèïëiíi

”
Òåî-

ðiÿ ÷èñëîâèõ ñèñòåì“. Çãàäà¹ìî ëèøå íàçâè äåÿêèõ ç íèõ. Âiäîìîþ
òåîði¹þ ïîáóäîâè ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë ¹ òåîðiÿ äiéñíèõ ÷èñåë
Êàíòîðà, îñíîâíèìè îá'¹êòàìè â ÿêié äëÿ ïîáóäîâè äiéñíèõ ÷è-
ñåë ¹ òàê çâàíi ôóíäàìåíòàëüíi òà çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë. Ó øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè äëÿ ïîáóäîâè ñèñòåìè
äiéñíèõ ÷èñåë âèêîðèñòîâóþòüñÿ åëåìåíòè òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë
Âåé¹ðøòðàññà, îñíîâíèì îá'¹êòîì ó ÿêié ¹ íåñêií÷åííi äåñÿòêîâi
äðîáè. Âiäîìèìè ¹ òàêîæ òåîðiÿ ïîáóäîâè äiéñíèõ ÷èñåë çà äîïî-
ìîãîþ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, òåîðiÿ Êîëìîãîðîâà çà äîïîìîãîþ âiä-
îáðàæåíü f : N −→ N ∪ {0}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêèì óìîâàì:[
f(kn)

k

]
= f(n), kf(n) < f(kn), äå k, n ∈ N � äîâiëüíi íàòóðàëüíi

÷èñëà, ïðè÷îìó

[
p

q

]
îçíà÷à¹ íàéáiëüøå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî òàêå, ùî
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[
p

q

]
q 6 p, äå q ∈ N, p ∈ N ∪ {0}.

8.5 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü

òà âïðàâè

1. ×îìó öiëèõ ÷èñåë íåäîñòàòíüî äëÿ âèêîðèñòàííÿ ¨õ â ïðàêòè-
öi?

2. ßêå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèì (äðîáîâèì)?

3. ßêi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè ìiæ ñîáîþ?

4. Ùî òàêå ñêîðî÷åííÿ äðîáîâîãî ÷èñëà?

5. ßêå äðîáîâå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ íåñêîðîòíèì?

6. ßê ìîæíà çâåñòè äðîáîâå ÷èñëî äî íåñêîðîòíîãî âèäó? Íàâå-
ñòè âiäïîâiäíi ïðèêëàäè.

7. ßê ââîäÿòüñÿ äi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

8. ßê ââîäèòüñÿ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó 6 äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

9. Ùî òàêå ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíå ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

10. ßê ââîäÿòüñÿ äi¨ âiäíiìàííÿ òà äiëåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

11. ßê ïîÿñíèòè, ùî ñèñòåìà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ìiíiìàëüíèì
ðîçøèðåííÿì ñèñòåìè öiëèõ ÷èñåë?

12. ßê ïîÿñíèòè, ùî ïîçíà÷åííÿ ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi

ñèìâîëi÷íîãî çàïèñó
p

q
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê äiëåííÿ ÷èñåëü-

íèêà p íà çíàìåííèê q?

13. ßêèé âèãëÿä ìà¹ óçàãàëüíåííÿ àêñiîìè iíäóêöi¨ äëÿ ñèñòåìè
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

14. ßê ìîæíà ââåñòè ñèñòåìó ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ó âèãëÿäi
ôàêòîð-ñèñòåìè ((Z × N)/εZ;⊕, ∗,6), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êëà-
ñiâ åêâiâàëåíòíîñòi [(p; q)] ïî âiäíîøåííþ εZ, ÿêùî (p; q) ≡
≡ (r; s)(εZ)

df⇐⇒ ps = qr, äå p, r ∈ Z; q, s ∈ N?
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15. ßê ââîäÿòüñÿ àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ,
ìíîæåííÿ, äiëåííÿ òà âiäíîøåííÿ ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó 6 äëÿ
êëàñiâ [(p; q)]?

16. Ùî òàêå ìîäóëü ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà?

17. ßêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì äðîáîì, íå-
ïðàâèëüíèì äðîáîì?

18. Ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíå äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ïîäàííÿ ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà ó âèãëÿäi ñóìè öiëîãî ÷èñëà i íåâiä'¹ìíîãî
ïðàâèëüíîãî äðîáó.

19. Ùî òàêå öiëà ÷àñòèíà i äðîáîâà ÷àñòèíà ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà
òà ÿê ¨õ çíàéòè äëÿ äàíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó?

20. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ âëàñòèâiñòü ùiëüíîñòi ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë? Ñôîðìóëþéòå âiäïîâiäíó òåîðåìó.

21. ×îìó ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë àðõiìåäiâñüêè óïîðÿäêîâàíå?
ßêèé âèãëÿä ìà¹ âiäïîâiäíà íåðiâíiñòü Àðõiìåäà?

22. ×îìó â çàäà÷àõ âèìiðþâàííÿ âåëè÷èí íåäîñòàòíüî ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë?

23. Íàâåäiòü ïðèêëàä àëãåáðà¨÷íî¨ çàäà÷i, ÿêà âêàçó¹ íà íåîáõi-
äíiñòü ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

24. ßêà ðiçíèöÿ ìiæ êîíñòðóêòèâíèì i àêñiîìàòè÷íèì ïiäõîäîì
ïîáóäîâè ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë?

25. Ùî òàêå ðîçðiç Äåäåêiíäà â ñèñòåìi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

26. ßêi òèïè ðîçðiçiâ Äåäåêiíäà ìîæóòü çóñòði÷àòèñÿ ïðè ¨õ ðîç-
ãëÿäi â ñèñòåìi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë?

27. Ùî òàêå ãðàíè÷íèé åëåìåíò ðîçðiçó Äåäåêiíäà?

28. ßê âèçíà÷àþòüñÿ ðàöiîíàëüíå òà iððàöiîíàëüíå ÷èñëà çà äî-
ïîìîãîþ ðîçðiçiâ Äåäåêiíäà?

29. ×îìó îòðèìàíó çà äîïîìîãîþ ðîçðiçiâ Äåêåêiíäà ñèñòåìó äié-
ñíèõ ÷èñåë íàçèâàþòü íåïåðåðâíîþ?
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30. ßê ââîäèòüñÿ ðiâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ ðîçðiçiâ
Äåäåêiíäà?

31. ßê ââîäèòüñÿ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêiâ 6, < äiéñíèõ ÷èñåë çà äî-
ïîìîãîþ ðîçðiçiâ Äåäåêiíäà?

32. ßê ââîäèòüñÿ äiÿ äîäàâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë?

33. ßê ââîäèòüñÿ íóëü çà äîïîìîãîþ ðîçðiçó Äåäåêiíäà?

34. ßêå äiéñíå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíèì äî äàíîãî äiéñíî-
ãî ÷èñëà?

35. ßê óòâîðþ¹òüñÿ àäèòèâíà ãðóïà â ñèñòåìi äiéñíèõ ÷èñåë?

36. ßê ââîäÿòüñÿ âiä'¹ìíi i äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà â ñèñòåìi äiéñíèõ
÷èñåë ?

37. ßê ââîäèòüñÿ äiÿ ìíîæåííÿ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë?

38. ßê ââîäèòüñÿ ìíîæåííÿ äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë?

39. Ùî òàêå îáåðíåíå äiéñíå ÷èñëî äî äàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà?

40. Ùî òàêå âïîðÿäêîâàíå ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë?

41. Ùî òàêå ìîäóëü äiéñíîãî ÷èñëà?

42. ßêi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ äiéñíîãî ÷èñëà Âè çíà¹òå?

43. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ âëàñòèâiñòü ùiëüíîñòi äëÿ âïîðÿäêîâàíîãî ïî-
ëÿ äiéñíèõ ÷èñåë? Ñôîðìóëþéòå âiäïîâiäíó òåîðåìó.

44. ×îìó ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë àðõiìåäiâñüêè óïîðÿäêîâàíå? Ñôîð-
ìóëþéòå âiäïîâiäíó íåðiâíiñòü Àðõiìåäà äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

45. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó ïðî äiëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ç îñòà÷åþ.

46. ßê ââîäèòüñÿ äiÿ ïiäíåñåíÿ äiéñíèõ ÷èñåë äî öiëîãî ñòåïåíÿ?

47. Ùî òàêå àðèôìåòè÷íèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äiéñíîãî ÷èñëà?
Ñôîðìóëþéòå âiäïîâiäíó òåîðåìó ïðî éîãî iñíóâàííÿ.

48. ×è äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ iñíó¹ êîðiíü ç äié-
ñíîãî ÷èñëà?
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49. ßê ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ äiéñíîãî ÷èñëà ç äðîáîâèì ïî-
êàçíèêîì?

50. Ïåðåëi÷iòü êiëüêà âëàñòèâîñòåé äëÿ àðèôìåòè÷íèõ êîðåíiâ,
ÿêi Âàì âiäîìi ç øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè.

51. ßêèé âèãëÿä ìàþòü çãàäàíi âëàñòèâîñòi äëÿ ñòåïåíiâ äiéñíèõ
÷èñåë ç äðîáîâèìè ïîêàçíèêàìè?

52. ßêi Âè ùå çíà¹òå íàçâè òåîðié äiéñíèõ ÷èñåë, êðiì ðîçãëÿíóòî¨
òåîði¨ ïåðåðiçiâ Äåäåêiíäà?

53. Ñêîðîòèòè äðîáè:

à)
x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1

x3 − 1
;

á)
x3 + y3

x4 + x2y2 + y4
;

â)
a2 + a+ 1

(a2 + a)2 − (a2 + a)− 2
.

54. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ k ∈ Z òàêi, ùîá çíà÷åííÿ äðîáó
k3 + k + 3

k + 1
áóëî öiëèì ÷èñëîì.

55. Çíàéòè ñóìó S100 = a1 + a2 + a3 + ... + a100, ÿêùî âiäîìî, ùî

a1 =
1

3 · 5
; a2 =

1

5 · 7
; a3 =

1

7 · 9
; a4 =

1

9 · 11
i ò. ä.

56. Ñïðîñòèòè âèðàç (y(1−x2y−2)+x(x−2y2−1)+xy(x−2−y−2))×
×(x−2−y−2)−1(x+y+1)−1 i çíàéòè éîãî çíà÷åííÿ ïðè x =

2

3
,

y = −0.3.

57. * Äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
1

2
· 3

4
· 5

6
· ... · 99

100
<

1

10
.

58. * Äîâåñòè, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi 1 <
1

k + 1
+

1

k + 2
+

+
1

k + 3
+ ...+

1

3k
+

1

3k + 1
< 2 ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó

÷èñëi k ∈ N.
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59. Îá÷èñëèòè

√
810

1920
; 3

√
1920

810
; 3

√
−1920

810
.

60. Âiäîìî, ùî äðiá
a

b
íåñêîðîòíèé. Ïîÿñíiòü, ùî äðîáè

a− b
ab

,

a+ b

ab
òåæ íåñêîðîòíi.

61. Äîâåñòè ôîðìóëó
”
ñêëàäíîãî ðàäèêàëà“ äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë:

ÿêùî a, b ∈ R òàêi, ùî b 6 a2, 0 6 a, b, òî

√
a+
√
a2 − b
2

±

±

√
a−
√
a2 − b
2

=

√
a±
√
b.

62. Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó
”
ñêëàäíîãî ðàäèêàëà“, ñïðîñòèòè âè-

ðàç 2

√
3 +

√
5−

√
13 +

√
48 .

63. Äîâåñòè, ùî ñóìà
√

3 +
√

2 ¹ iððàöiîíàëüíå ÷èñëî.

64. Çâiëüíèòèñÿ âiä iððàöiîíàëüíîñòi â çíàìåííèêó äðîáó
5

2 + 3
√

3
.

65. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë x, y, z âè-

êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
√
xz+

√
yz−√xy 6 x+ y + z

2
. ßêó óìîâó

ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè x, y, z, ùîá öÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâîðèëàñü
ó ðiâíiñòü?

66. Äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(
a+ b

2

)n
6
an + bn

2
, äå

a, b ∈ R � äîâiëüíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, à n ∈ N � íàòóðàëüíå
÷èñëî.

67. * Âiäîìî, ùî a1, a2, ..., an ∈ R � äîâiëüíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà
òàêi, ùî a1 ·a2 · ... ·an = 1. Äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
n 6 a1 + a2 + ...+ an, à ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè a1 = a2 = ... = an.

68. Äîâåñòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
a1
a2

+
a2
a3

+ ... +
an
a1
> n,

ÿêùî a1, a2, ..., an � äîâiëüíi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà. Ïîÿñíèòè,
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ùî öÿ íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ðiâíiñòü òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè a1 = a2 = ... = an.

69. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a1, b1, a2, b2 âèêîíó-
¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü Êîøi:

(a1b1 + a2b2)2 6 (a21 + a22)(b21 + b22).
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8.6 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

53. a) x2+x+1
x−1 ; á) x+y

x2+xy+y2 ; â)
1

a2+a−2 .
54. 0; −2.
55. 400

609 .
56. xy; ïðè x = 2

3 , y = −0.3 ìà¹ìî −0.2.

57. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè âèðàç An = (2n)!
(2n·n!)2 .

58. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
59. 1√

2
; 3
√

2; − 3
√

2.
60. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
61. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ðiâíîñèëüíiñòü a = b ⇔ a2 = b2,

ÿêùî a, b > 0.
62.
√

6 +
√

2.
63. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.
64. 5

11

(
4− 2 3

√
3 + 3
√

9
)
.

65. Ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî
√
x+
√
y =
√
z.

66. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
67. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
68. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè âïðàâè 67.
69. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè î÷åâèäíó íåðiâíiñòü 0 6 (x−y)2, äå

x, y ∈ R.

175



Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

9 Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

1. Âñòóï; ïîáóäîâà ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÿê ìiíiìàëüíîãî ðîç-
øèðåííÿ ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

2. Äåÿêi âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çîáðàæåíèõ â àëãåáðà-
¨÷íié ôîðìi; ñïðÿæåíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

3. Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi.
4. Ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
5. Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
6. Ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çîáðàæåíèõ â òðè-

ãîíîìåòðè÷íié ôîðìi.
7. Ôîðìóëà Ìóàâðà; äåÿêi íàñëiäêè.
8. Äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà; äâî÷ëåííi ðiâíÿííÿ;

ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîðåíiâ.
9. Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi òà ¨õ âëàñòèâîñòi.
10. Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çàñâî¹ííÿ çíàíü òà âïðàâè.
11. Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ âïðàâ.

9.1 Âñòóï; ïîáóäîâà ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÿê

ìiíiìàëüíîãî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ äiéñíèõ ÷è�

ñåë

1. Áóäåìî ââàæàòè, ùî íàì âiäîìå ïîëå R äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå
¹ ñïåöiàëüíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ, ùî âèçíà÷åíà ÿê ìiíiìàëü-
íå íåïåðåðâíå ðîçøèðåííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë. Ðàíiøå óæå âiäìi÷àëîñü, ùî â îñíîâó ïîáóäîâè ñèñòåìè äié-
ñíèõ ÷èñåë ìîæíà âçÿòè àêñiîìàòè÷íó òåîðiþ Äåäåêiíäà, çà
äîïîìîãîþ ÿêî¨ êîæíå äiñíå ÷èñëî ââàæà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì åëåìåí-
òîì ðàöiîíàëüíîãî, àáî iððàöiîíàëüíîãî ðîçðiçó Äåäåêiíäà. Ñåðåä
êîíñòðóêòèâíèõ òåîðié ïîáóäîâè ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë âiäîìèìè ¹
òåîðiÿ Êàíòîðà, â îñíîâi ÿêî¨ ïîêëàäåíî ðîçãëÿä ôóíäàìåíòàëü-
íèõ òà çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, òåîðiÿ Âåéåð�
øòðàññà, îñíîâíèìè îá'¹êòàìè ÿêî¨ ¹ íåñêií÷åííi äåñÿòêîâi äðîáè,
âiäîìi ç øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè, òåîðiÿ Êîëìîãîðîâà, ùî âèêîðè-
ñòîâó¹ ñïåöiàëüíi ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìèõ öiëèõ ÷èñåë òîùî. Îäíå
ç àêñiîìàòè÷íèõ îçíà÷åíü ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë ìîæíà äàòè ÿê ëi-
íiéíî âïîðÿäêîâàíîãî ïîëÿ R âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, â ÿêîìó äîâiëüíà
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îáìåæåíà çâåðõó íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà X ⊂ R ìà¹ òî÷íó âåðõíþ
ãðàíü. Áiëüø äåòàëüíå âèâ÷åííÿ òàêîãî ïîëÿ ïðîâîäèòüñÿ ó âñòóïi
äî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Öå ïîëå òàêîæ ñèñòåìàòè÷íî âèâ÷à¹òüñÿ
íà ñòàðøèõ êóðñàõ â äèñöèïëiíi

”
×èñëîâi ñèñòåìè“. Öå ïîëå áó-

ëî îñíîâíîþ îáëàñòþ, íà ÿêié ðîçãëÿäàëèñÿ òi ÷è iíøi îá¹êòè â
øêiëüíîìó êóðñi ìàòåìàòèêè.

ßñíî, ùî äiéñíi ÷èñëà âiäiãðàþòü íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü
ÿê â ìàòåìàòèöi, òàê i â ïðàêòè÷íié äiÿëüíîñòi. Âîíè äàþòü, íà-
ïðèêëàä, ìîæëèâiñòü ââåñòè âèìiðþâàííÿ ðiçíîãî âèäó (îá÷èñëåí-
íÿ äîâæèíè, îá'¹ìiâ, ïëîù, âàãè i ò.ï.), âèâ÷àòè ðóõè ìàòåðiàëüíèõ
òië i ò.ï.

Ïðîòå âèÿâèëîñÿ, ùî äiéñíèõ ÷èñåë íåäîñòàòíüî. Iñíó¹ öiëèé ðÿä
çàäà÷, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ ïîòðiáíî ðîçøèðÿòè ïîëå äiéñíèõ ÷è-
ñåë (íàïðèêëàä, â òåîði¨ åëåêòðîìàãíåòèçìó, â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ
i ò.ä.). Íàâiòü ó ñàìié àëãåáði ïðèõîäèìî äî íåîáõiäíîñòi ðîçøèðåí-
íÿ ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, îäíó iç åëåìåíòàð-
íèõ çàäà÷ � ðîçâ'çàòè êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ x2 +1 = 0. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë öå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹ � íåìà¹
äiéñíîãî ÷èñëà, êâàäðàò ÿêîãî â ñóìi ç îäèíèöåþ äàâ áè íóëü.

2. Äàëi ïîáóäó¹ìî ìiíiìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿR äiéñíèõ ÷èñåë
äî òàêîãî ïîëÿ C, ó ÿêîìó ðiâíÿííÿ x2 + 1 = 0 ìàëî áè ðîçâ'ÿçîê.
Ïîçíà÷èìî öåé ðîçâ'ÿçîê òàê: x = i, äå i íàçâåìî óÿâíîþ îäèíè�
öåþ. Îòæå, i2 = −1. Ïî ñóòi ìà¹ìî ùî i =

√
−1. Äiéñíî, ðiâíÿííÿ

x2 + 1 = 0 ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ x2 = −1, ùî â ñâîþ ÷åðãó ïðèâî-
äèòü äî ðiâíîñòåé x = ±

√
−1 = ±i. Âiäìiòèìî, ùî ïîçíà÷åííÿ äëÿ

óÿâíî¨ îäèíèöi âïåðøå ââiâ Ëåîíàðä Åéëåð ÿê ïåðøó ëiòåðó ëàòèí-
ñüêîãî ñëîâà image (â ïåðåêëàäi íà óêðà¨íñüêó ìîâó îçíà÷à¹ îáðàç,
óÿâíèé, óÿâà).

Ó ðîëi áàçîâî¨ ìíîæèíè ïîëÿ C âiçüìåìî ìíîæèíó C df
= {a +

+ bi|a, b ∈ R ∧ i2 = −1}.
Äîìîâèìîñÿ ïðî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ åëåìåíòiâ â öié ìíîæèíi

C.
1. ßêùî a = 0, òî a+ bi

df
= bi.

2. ßêùî b = 0, òî a+ bi
df
= a.

3. ßêùî a = b = 0, òî a+ bi
df
= 0.

4. ßêùî a = 0, b = 1 òî 1 · i df= i.
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Ìàë. 1.21. Ëåîíàðä Åéëåð (1707 � 1783 ðîêè)

Î÷åâèäíî, ùî R ⊂ C, i /∈ R, i ∈ C.
Ââåäåìî íà ìíîæèíi C äi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ, ÿêi ïîçíà÷à-

òèìåìî âiäïîâiäíî òèìè ñàìèìè ñèìâîëàìè, ùî i â ïîëi R äiéñíèõ
÷èñåë.

Íåõàé z1 = a+ bi, z2 = c+ di ∈ C. Òîäi

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di)
df
= (a+ c) + (b+ d)i;

z1 · z2 = (a+ bi) · (c+ di)
df
= (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Iíòó¨òèâíî öi äi¨ ââåäåíi ïî àíàëîãi¨ ç òèì, ÿê âèêîíóþòüñÿ àíà-
ëîãi÷íi äi¨ çi çâè÷àéíèìè àëãåáðà¨÷íèìè äâî÷ëåíàìè, ïàì'ÿòàþ÷è
ïðè öüîìó ïðî ðiâíiñòü i2 = −1. Î÷åâèäíî, ùî ib = bi, äå b ∈ R.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî bi /∈ R, ÿêùî b 6= 0, b ∈ R, çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâ-
íiñòü bi 6= 0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæåí åëåìåíò z ∈ C ¹äèíèì ñïîñîáîì çî-
áðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè a + bi, òîáòî (∃!a, b ∈ R)(z = a + bi).
Ñïðàâäi, íåõàé äëÿ çîáðàæåííÿ z ìà¹ìî z = a + bi i z = a1 + b1i,
äå a, b, a1, b1 ∈ R, òîáòî a + bi = a1 + b1i. Âèêîðèñòàâøè ââåäåíå
âèùå îçíà÷åííÿ äîäàâàííÿ äëÿ åëåìåíòiâ ç C, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü
(b− b1)i = a1− a. Ó öié ðiâíîñòi î÷åâèäíî b− b1 = 0, òîáòî b = b1. Â
ïðîòèâíîìó âèïàäêó íà îñíîâi ââåäåíîãî ìíîæåííÿ äëÿ åëåìåíòiâ

iç C îòðèìà¹ìî i =
a1 − a
b− b1

∈ R, ùî ïðîòèði÷èòü òîìó, ùî i /∈ R. À
îñêiëüêè b = b1, òî ç òi¹¨ æ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî a = a1; à öå âêàçó¹
íà òå, ùî iíøîãî çîáðàæåííÿ äëÿ z = a+ bi íå iñíó¹.
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3. Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.1.1. Ìíîæèíà C ç ââåäåíèìè âèùå îïåðàöiÿìè äîäà�
âàííÿ i ìíîæåííÿ íà öié ìíîæèíi ¹ ïîëåì, â ÿêîìó ïîëå R äiéñíèõ
÷èñåë ¹ éîãî ïiäïîëåì.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî àëãåáðà (C; +) ¹ àáåëåâà ãðóïà.
Äiéñíî, 0+(a+bi) = (0+0i)+(a+bi) = (0+a)+(0+b)i = (a+bi)+(0+
+0i) = (a+bi)+0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà z1 = a+bi, ùî âêàçó¹ íà
òå, ùî 0 � íóëüîâèé (òîáòî íåéòðàëüíèé) åëåìåíò âiäíîñíî îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ z1 = a+ bi, z2 = c+ di
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi z1 + z2 = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b +
+ d)i = (c + a) + (d + b)i = (c + di) + (a + bi) = z2 + z1, ùî âêàçó¹
íà êîìóòàòèâíiñòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ. Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) äëÿ äîâiëüíèõ
z1 = a + bi, z2 = c + di, z3 = e + fi, òîáòî îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ
àñîöiàòèâíà. Íàêiíåöü áà÷èìî, ùî (a+bi)+((−a)+(−b)i) = ((−a)+
+(−b)i)+(a+bi) = 0+0i = 0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà z1 = a+bi ∈ C,
ùî âêàçó¹ íà òå, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(∀z1 ∈ C)(∃z′1 ∈ C)(z1 + z′1 = z′1 + z1 = 0),

äå â ðîëi z′1 äëÿ z1 = a+bi âèñòóïà¹ ïðîòèëåæíèé åëåìåíò−z df= z′1 =
= (−a) + (−b)i. Îòæå, äiéñíî àëãåáðà (C; +) ¹ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ
ãðóïîþ.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ïîêàçó¹ìî, ùî àëãåáðà (C\{0}; ·) ¹ òåæ àáå-
ëåâîþ ãðóïîþ. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà z1 = a + bi ìà¹ìî
1·z1 = (1+0 ·i)(a+bi) = (1·a−0·b)+(1 ·b+0 ·a)·i = a+bi = (a+bi)×
× 1 = (a + bi)(1 + 0i) = (a · 1 − b · 0) + (a · 0 + b · 1)i = a + bi, ùî
âêàçó¹ íà òå, ùî 1 ¹ îäèíèöåþ (òîáòî íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì) âiä-
íîñíî ìíîæåííÿ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî z1 · z2 = (a + bi) · (c + di) =
= (ac−bd)+(ad+bc)i = (ca−db)+(cb+da)·i = (c+di)(a+bi) = z2 ·z1,
äå z1 = a + bi, z2 = c + di ∈ C � äîâiëüíi åëåìåíòè, òîá-
òî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ àñîöiàòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
z1, z2, z3 ∈ C âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (z1z2)z3 = z1(z2z3) (ñàìîñòié-
íî äîâåäiòü öþ ðiâíiñòü). Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
íåíóëüîâîãî åëåìåíòà z1 = a+ bi ∈ C \ {0} iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò
z−11

df
= z′1 = a′ + b′i ∈ C \ {0}, òîáòî òàêèé åëåìåíò z′1 ∈ C \ {0}, ùî
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âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

z1 · z′1 = z′1 · z1 = 1.

Îñêiëüêè îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà, òî äîñèòü ïîêàçàòè âè-
êîíàííÿ îäíi¹¨ ç âêàçàíèõ ðiâíîñòåé. Ïîêàæåìî, íàïðèêëàä, ùî âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

z1 · z−11 = 1.

Âèêîðèñòàâøè ¹äèíiñòü ïðåäñòàâëåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ó âè-
ãëÿäi ñóìè z = c + di, äå c, d ∈ R, ç âêàçàíî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî â
êiíöi êiíöiâ ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè a′, b′ ∈ R:

(a+ bi)(a′ + b′i) = 1;
(aa′ − bb′) + (ab′ + ba′)i = 1 + 0 · i;{

aa′ − bb′ = 1;

ba′ + ab′ = 0.

Ðîâ'ÿçàâøè îòðèìàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ a′, b′, ìà-
òèìåìî òàêèé ¹äèíèé ðîçâÿçîê :

a′ =
a

a2 + b2
;

b′ = − b

a2 + b2
.

Îòæå, àëãåáðà (C \ {0}; ·) ¹ àáeëåâîþ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ.
Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ äèñòðèáóòèâíà

âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ z =
= a+ bi, z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i ∈ C âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

z(z1 + z2) = zz1 + zz2;
(z1 + z2)z = z1z + z2z.

Îñêiëüêè ââåäåíi îïåðàöi¨ êîìóòàòèâíi, äîñòàòíüî ïîêàçàòè âè-
êîíàííÿ îäíi¹¨ iç âêàçàíèõ ðiâíîñòåé. Â ðåçóëüòàòi ðiâíîñèëüíèõ
ïåðåòâîðåíü ñïðàâäi ìà¹ìî: z(z1 + z2) = (a + bi)((a1 + b1i) + (a2 +
+ b2i)) = (a+ bi) · ((a1 + a2) + (b1 + b2)i) = (a(a1 + a2)− b(b1 + b2)) +
+(a(b1 + b2)+ b(a1 +a2))i = ((aa1− bb1)+(aa2− bb2))+((ab1 + ba1)+
+ (ab2 + ba2))i = ((aa1 − bb1) + (ab1 + ba1)i) + ((aa2 − bb2) + (ab2 +
+ ba2)i) = (a + bi)(a1 + b1i) + (a + bi)(a2 + b2i) = zz1 + zz2, ùî i
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ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë

ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè. Îòæå, äiéñíî àëãåáðà C = (C; +, ·) ¹ ïîëåì.
À òå, ùî ïîëå R äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ C, âèïëèâà¹ iç ñàìî¨
êîíñòðóêöi¨ áàçîâî¨ ìíîæèíè C ïîëÿ C: a ∈ R ⇒ a = a + 0 · i ∈ C.
Òåîðåìà äîâåäåíà ïîâíiñòþ �

4. Âiäìiòèìî, ùî â ïîëi C ìîæíà ââåñòè äiþ âiäíiìàííÿ
”
−“

åëåìåíòiâ iç C i äiþ äiëåííÿ
”
:“ íà íåíóëüîâi åëåìåíòè ç C:

a) oñêiëüêè åëåìåíò −z df
= −(a + bi)

df
= (−a) + (−b)i ¹ ïðîòèëå-

æíèì åëåìåíòîì äî åëåìåíòà z = a + bi, òî ìà¹ìî: z1 − z2
df
= z1 +

(−z2) = (a1+b1i)−(a2+b2)i = (a1+b1i)+((−a2)+(−b2)i) = (a1−a2)+
+ (b1 − b2)i;

á) oñêiëüêè åëåìåíò z−1
df
=

a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i ¹ îáåðíåíèì åëå-

ìåíòîì äî åëåìåíòà z = a + bi ∈ C \ {0}, òî ìà¹ìî: z1 : z2
df
= z1 ×

× z−12

df
=

z1
z2

=
a1 + b1i

a2 + b2i
= (a1 + b1i)(a2 + b2i)

−1 = (a1 +

+ b1i)

(
a2

a22 + b22
+
−b2

a22 + b22
i

)
=
a1a2 + b1b2
a22 + b22

+
b1a2 − a1b2
a22 + b22

i, äå z2 6= 0.

5. Çàóâàæèìî, ùî êîíñòðóêöiÿ ïîáóäîâè ïîëÿ C îòðèìàëañÿ òà-
êîþ, ùî öå ïîëå ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ R äiéñíèõ ÷è-
ñåë, äî ÿêîãî ïðè¹äíàíî íîâèé åëåìåíò i /∈ R, òàêèé, ùî ðiâíÿííÿ
x2 + 1 = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçoê â öüîìó ïîëi C: x1,2 = ±i = ±

√
i, òîáòî i �

öå òàêèé (íîâèé ïî âiäíîøåííþ äî R) åëåìåíò â ïîëi C, ùî i2 = −1.
Öå ïîëå C i íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Òàêèì ÷èíîì
ââîäèìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 9.1.1. Ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ
òàêå ìiíiìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå ìiñòèòü
(íîâèé ïî âiäíîøåííþ äî R) eëåìåíò i, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
i2 + 1 = 0.

6. Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë iíîäi áóäóþòü ÿê ìíîæèíó R×R âñiõ
âïîðÿäêîâàíèõ ïàð ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë, íà ÿêié ââîäÿòü äi¨
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ïàð, à ñàìå:

(a; b) + (c; d)
df
= (a+ c; b+ d);

(a; b) · (c; d)
df
= (ac− bd; ad+ bc),
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äå a, b, c, d ∈ R � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà ç ïîëÿ R = (R; +, ·). Òîäi
àíàëîãi÷íî ðîçãëÿíóòié âèùå òåîðåìi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âiäíîñíî
ââåäåíèõ âèùå îïåðàöié íà R×R óòâîðþ¹òüñÿ ïîëå, ïiäïîëåì ÿêîãî
¹ ìíîæèíà ïàð âèäó (a; 0), ÿêå içîìîðôíå ïîëþ R äiéñíèõ ÷èñåë.
Ìîæíà òàêîæ ïîêàçàòè, ùî ââåäåíå íàìè ðàíiøå ïîëå C êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë içîìîðôíå òiëüêè ùî ñêîíñòðóéîâàíîìó ïîëþ. Äiéñíî,

âiäïîâiäíiñòü f : C −→ R× R, çàäàíà ðiâíiñòþ f(a+ bi)
df
= (a; b), äå

a, b ∈ R, ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

f((a+ bi) + (c+ di)) = f(a+ bi) + f(c+ di);
f((a+ bi) · (c+ di)) = f(a+ bi) · f(c+ di),

ïðè÷îìó a, b, c, d ∈ R � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äîâiëüíå ìiíiìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R äié-

ñíèõ ÷èñåë, ùî ìiñòèòü eëåìåíò, êâàäðàò ÿêîãî ðiâíèé −1, içîìîð-
ôíå ïîëþ C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê
ïðî òå, ùî âñi òàêi ìiíiìàëüíi ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R içîìîðôíi ìiæ
ñîáîþ. Îòæå, ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó
âèçíà÷åíî îäíîçíà÷íî.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, à ÷è íå ìîæíà ðîçøèðèòè ïîëå C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë äî òàêîãî íîâîãî ïîëÿ, ÿêå çáåðiãàëî áè âñi âëàñòèâîñòi ïîëÿ C.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ íåãàòèâíà (áiëüø äåòàëü-
íî ç öèì ìîæíà ïîçíàéîìèòèñü â ñïåöiàëüíié äèñöèïëiíi

”
×èñëîâi

ñèñòåìè“). Òàêèì ÷èíîì, íiÿêèõ iíøèõ ÷èñëîâèõ ïîëiâ, êðiì ïîëÿ
C êoìïëåêñíèõ ÷èñåë òà éîãî ïiäïîëiâ, íåìà¹. Òîìó ïiä ÷èñëîâè�
ìè ïîëÿìè ÿê ïðàâèëî ðîçóìiþòü ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òà âñi
éîãî ïiäïîëÿ. Äî ðå÷i âiäìiòèìî, ùî ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
âèÿâëÿ¹òüñÿ, ¹ ìiíiìàëüíèì ÷èñëîâèì ïîëåì.

9.2 Äåÿêi âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çîáðà�

æåíèõ â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi; cïðÿæåíåiñòü

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

1. Êîìïëåêñíi ÷èñëà ïîçíà÷àòèìåìî, ÿê áóëî âiäìi÷åíî âèùå,
ëàòèíñüêîþ áóêâîþ z àáî öi¹þ áóêâîþ ç iíäåêñîì: z0, z1, z2, ....

Îçíà÷åííÿ 9.2.1. Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C ó âèãëÿäi
ñóìè z = a + bi, äå a, b ∈ R, íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ôîðìîþ
çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

182



Äåÿêi âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çîáðàæåíèõ â àëãåáðà¨÷íié
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Ïðè öüîìó Re(z)
df
= a íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà

z, bi íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ éîãî ÷àñòèíîþ, Im(z)
df
= b � êîeôiöi�

¹íòîì ïðè óÿâíié ÷àñòèíi, i íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ îäèíèöåþ,
à ÷èñëî bi, äå b 6= 0, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòî óÿâíèì ÷ñèëîì (Re �
öå ñêîðî÷åííÿ ñëîâà real, ùî îçíà÷à¹ äiéñíèé, à Im � ñêîðî÷åííÿ
ñëîâà image).

Íà îñíîâi äîâåäåíèõ ðàíiøå äîìîâëåíîñòåé äëÿ ïîçíà÷åíü òà äié
íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè z1 = a+bi, z2 = c+di ìà¹ìî òàêi êîðèñíi
äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ñïiââiäíîøåííÿ:

1. z1 = z2 ⇔ (a = c ∧ b = d) � ðiâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

2. z1 = 0⇔ (a = b = 0) � íóëüîâèé åëåìåíò C;

3. z1 = 1⇔ (a = 1 ∧ b = 0) � îäèíè÷íèé åëåìåíò C;

4. z1 = i⇔ (a = 0 ∧ b = 1) � óÿâíà îäèíèöÿ C;

5. −z1 = −a+ (−b)i � ïðîòèëåæíèé åëåìåíò äî z1;

6. z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i � ñóìà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

7. z1− z2 = z1 + (−z1) = (a− c) + (b− d)i � ðiçíèöÿ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë ;

8. z1 · z2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i � äîáóòîê êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ;

9. z−11 =
1

z1
=

a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i � îáåðíåíèé åëåìåíò äî z1;

10.
z1
z2

= z1 · z−12 =
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i � ÷àñòêà êîìïëåêñíèõ
÷èñåë.

2. Äëÿ êðàùîãî çàñâî¹ííÿ âèêîíàííÿ ââåäåíèõ âèùå àðèôìå-
òè÷íèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ íàä
êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè ñëiä çàïàì'ÿòàòè òå, ùî ç öèìè ÷èñëàìè ìè

”
ïðàöþ¹ìî“ ÿê ç àëãåáðà¨÷íèìè äâî÷ëåíàìè, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü
i2 = −1 òà âëàñòèâîñòi îïåðàöié â ïîëi. ßêùî ñëîâåñíi ôîðìóëþâà-
ííÿ äëÿ äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèðàæàþòüñÿ â
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ïðîñòié ôîðìi (ñôîðìóëþéòå ñàìîñòiéíî!), òî äëÿ ìíîæåííÿ i, îñî-
áëèâî, äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë öi ôîðìóëþâàííÿ äîñèòü ãðî-

ìiçäêi. Ïðè âèêîíàííi äi¨ äiëåííÿ
z1
z2

íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè

z1 = a+ bi, z2 = c+ di çðó÷íî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó
a+ bi

c+ di
äîìíîæèòè íà ÷èñëî z2 = c− di, ùî çíà÷íî ïîëåã÷ó¹ çíàõîäæåííÿ
âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó.

Ïðèêëàäè. Âèêîíàòè äi¨:
a) z1 = (5− 2i)(2 + 3i);

á) z2 =
2 + 3i

3 + 4i
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè âèùå íàâåäåíi ïîðàäè, îòðèìà¹ìî:
a) z1 = (5− 2i)(2 + 3i) = 5 · 2− 2i · 2 + 5 · 3i− (2i) · (3i) = 10− 4i+

+ 15i+ 6 = 16 + 11i;

á)
2 + 3i

3 + 4i
=

(2 + 3i)(3− 4i)

(3 + 4i)(3− 4i)
=

2 · 3 + 3i · 3− 2 · 4i− 3i · 4i
3 · 3 + 4i · 3− 3 · 4i− 4i · 4i

=

=
6 + 9i− 8i+ 12

9 + 12i− 12i+ 16
=

18 + i

25 + 0i
=

18

25
+

1

25
· i.

Îçíà÷åííÿ 9.2.2. Êîìïëåêñíi ÷èñëà z = a + bi, z = a − bi íà�
çèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ñïðÿæåíèìè ìiæ ñîáîþ, òîáòî öå òàêà
ïàðà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ äiéñíi ÷àñòèíè ðiâíi, à êîåôiöi¹í�
òè ïðè óÿâíèõ ÷àñòèíàõ ïðîòèëåæíi ìiæ ñîáîþ.

Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
ðîçêðèâà¹ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.2.1. a) Ñóìà z + z òà äîáóòîê z · z âçà¹ìíî ñïðÿ�
æåíèõ ÷èñåë ¹ äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó z · z > 0.

á) Âçà¹ìíî ñïðÿæåíi ìiæ ñîáîþ ÷èñëà ñïiâïàäàþòü òîäi i ëè�
øå òîäi, êîëè âîíè ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òîáòî z = z ⇔ z ∈ R;

â) Ñïðÿæåíå ÷èñëî äî ñïðÿæåíîãî ¹ ïî÷àòêîâå ÷èñëî, òîáòî
z = z.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z = a + bi, z = a + bi � âçà¹ìíî ñïðÿæåíi
êîìïëåêñíi ÷èñëà. Òîäi î÷åâèäíèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî

a) z + z = (a+ bi) + (a− bi) = 2a ∈ R; z · z = (a+ bi) · (a− bi) =
= a2 + b2 ∈ R, ïðè÷îìó a2 + b2 > 0;

á) z = z ⇔ a+ bi = a− bi⇔ bi = −bi⇔ b = 0⇔ z ∈ R;
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â) z = a+ bi = a− bi = a+ bi = z, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè �
Ç äàíî¨ òåîðåìè ÿêðàç i âèïëèâà¹ ïîðàäà, âêàçàíà âèùå, ÿê

ñïðîñòèòè âèêîíàííÿ äiëåííÿ íà êîìïëåêñíå ÷èñëî: ùîá ïîäiëèòè

z1 = a+bi íà z2 = c+di, êðàùå ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó
a+ bi

c+ di
ïîìíîæèòè íà ÷èñëî z2 = c−di, ñïðÿæåíå äî z2 (äèâèñü, íàïðèêëàä,
âèêîíàííÿ äiëåííÿ

2 + 3i

3 + 4i
, íàâåäåíîãî âèùå).

4. Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà ïðî çàìiíó ÷èñåë íà âiäîïî-
âiäíî ñïðÿæåíi ¨ì ÷èñëà:

Òåîðåìà 9.2.2. ßêùî ó âèðàçi Φ(z1, z2, ..., zk), ùî ìîæå ìi�
ñòèòè ëèøå àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ÷èñëàìè z1, z2, ..., zk, çàìi�
íèòè öi ÷èñëà íà âiäïîâiäíî ñïðÿæåíi äî íèõ ÷èñëà z1, z2, ..., zk,
òî îòðèìà¹òüñÿ âèðàç Φ(z1, z2, ..., zk), ÿêèé ñïðÿæåíèé äî âèðàçó
Φ(z1, z2, ..., zk), òîáòî ìàòèìå ìiñöå ðiâiíiñòü

Φ(z1, z2, ..., zk) = Φ(z1, z2, ..., zk). (9.2.1)

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå äîâåäåìî, ùî ðiâíiñòü 9.2.1 ìà¹ ìiñöå
äëÿ ñóìè i äîáóòêó äâîõ ÷èñåë z1 = a + bi, z2 = c + di. Äiéñíî,
ìà¹ìî: z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i = (a + c) −
− (b+ d)i = (a− bi) + (c− di) = z1 + z2;

z1 · z2 = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i = (ac − bd) −
−(ad+bc)i = (a−bi)(c−di) = z1 ·z2. Çâiäñè ÿê íàñëiäîê âèïëèâà¹, ùî
ðiâíiñòü (9.2.1) ïðàâèëüíà i äëÿ ðiçíèöi òà ÷àñòêè äâîõ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Äiéñíî, ìà¹ìî:

z1 − z2 = z1 + (−z2) = z1 +−z2 = z1 +−c− di = z1 + (−c+ di) =
= z1 − (c− di) = z1 − c+ di = z1 − z2;(

z1
z2

)
=

(
a+ bi

c+ di

)
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad
c2 + d2

i =
ac+ bd

c2 + d2
− bc− ad
c2 + d2

i =

=
a− bi
c− di

=
z1
z2
. À îñêiëüêè ó âèðàçi Φ(z1, z2, ..., zk) ìîæóòü ìiñòè-

òèñÿ ïåðåëi÷åíi âèùå àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨, òî, çäiéñíþþ÷è êðîê
çà êðîêîì ïåðåòâîðåííÿ âèäó z1 + z2 = z1 + z2, z1 − z2 = z1 − z2,

z1 · z2 = z1 · z2,
(
z1
z2

)
=

z1
z2
, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíó ðiâíiñòü (9.2.1),

÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè �
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Ïðèêëàä. Íà îñíîâi òåîðåìè 9.2.2 ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(
(3− 2i)− (6 + 7i)

5 + 4i

)
=

(3 + 2i)− (6− 7i)

5− 4i
, ñïðà-

âåäëèâiñòü ÿêî¨ ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî îá÷èñëåííÿì ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷î-
ñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi.

Íàñëiäîê. Âiäîáðàæåííÿ f : C íà−→ C, çàäàíå ðiâíiñòþ f(z) =
= z, äå z ∈ C, ¹ içîìîðôiçìîì ïîëÿ C ñàìîãî íà ñåáå, òîáòî, ãîâî�
ðÿòü, ¹ àâòîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ o÷åâèäíe ç ðiâíîñòi f(z) = z òà òåîðåìè 9.2.2.

5. Âiäîìî, ùî ïîëå R äiéñíèõ ÷èñåë ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíå çà
äîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ ìåíøå, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèì-
âîëîì < òà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a < b
df⇐⇒ a− b � âiä'¹ìíå ÷èñëî,

äå a, b ∈ R � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Öå âiäíîøåííÿ, ÿê ìè çíà¹ìî,
ìîíîòîííå âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë,
òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì

a < b⇒ a+ c < b+ c,
a < b ∧ 0 < c⇒ ac < bc,

äå a, b, c ∈ R � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà ëiíiéíî âïîðÿäêóâàòè ïîëå C êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë òàê, ùîá âiäïîâiäíèé ïîðÿäîê áóâ ìîíîòîííèì âiä-
íîñíî äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âiäïîâiääþ íà
öå ïèòàííÿ ¹ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.2.3. Ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ëiíiéíî âïîðÿäêóâà�
òè íå ìîæíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî ïîëå C âäàëîñÿ âïî-
ðÿäêóâàòè. Âiäïîâiäíèé ïîðÿäîê ïîçía÷èìî, ÿê i â ïîëi R äiéñíèõ
÷èñåë, ñèìâîëîì <. Òîäi, íàïðèêëàä, äëÿ íåíóëüîâèõ ÷èñåë −i òà i
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ïîâèííî âèêîíóâàòèñü îäíå iç òàêèõ ÷îòèðüîõ ñïiââiäíîøeíü:

−i < 0 ∧ i < 0; (9.2.2)

0 < −i ∧ 0 < i; (9.2.3)

0 < −i ∧ i < 0; (9.2.4)

−i < 0 ∧ 0 < i. (9.2.5)

Oäíàê, ëåãêî áà÷èòè, íi æîäíå ç öèõ ñïiâiäíîøåíü (9.2.2) � (9.2.5)
íå âèêîíó¹òüñÿ. Äiéñíî, ÿêáè âèêîíóâàëîñÿ ñïiââiäíîøåííÿ 9.2.2, òî
îòðèìàëè á i+ (−i) < 0 + (−i), òîáòî 0 < −i i, ðàçîì ç òèì, −i < 0,
ùî íåìîæëèâî. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ñïðàâåäëèâî (9.2.3), ìà¹ìî (−i)+
0 < (−i)+i, òîáòî −i < 0 i, ðaçîì ç òèì, 0 < −i, ùî òåæ íåìîæëèâî.
Ó âèïàäêó (9.2.4) ìà¹ìî: (i · (−i) < 0 · (−i) ∧ 0 · (−i) < (−i) · (−i)),
òîáòî 1 < 0 ∧ 0 < −1, ùî íåìîæëèâî. Íàêiíåöü, ó âèïàäêó (9.2.5)
îòðèìà¹ìî (−i) · i < 0 · i ∧ 0 · i < i · i, òîáòî 1 < 0 ∧ 0 < 1, ùî òåæ
íåìîæëèâî. Òîìó ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë ìîæíà âïîðÿäêóâàòè, ïðèâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, òåîðåìà
9.2.3 ñïðàâåäëèâà, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè �

9.3 Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òà äåÿêi éîãî

âëàñòèâîñòi

1. Óçàãàëüíåííÿì àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè äiéñíîãî ÷èñëà ¹ ïîíÿò-
òÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 9.3.1. ×èñëî r íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì êîìïëå�

êñíîãî ÷èñëà z = a + bi, ÿêùî r
df
=
√
a2 + b2, i ÿêå, ÿê ïðàâèëî,

ïîçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âèðàçó |a+bi|, òîáòî |a+bi| � ìîäóëü

÷èñëà a+ bi ∈ df⇐⇒ |a+ bi| df=
√
a2 + b2.

Ç íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ìîäóëü äî-
âiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ¹ íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî òà ñïðàâäi ¹
óçàãàëüíåííÿì ìîäóëÿ (àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè) äiéñíîãî ÷èñëà.

Âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ðîçêðèâà¹ òàêà òåîðå-
ìà:

Òåîðåìà 9.3.1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z, z1, z2 ∈ C
ìàþòü ìiñöå òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:
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1. |z| = |z| = | − z|;

2. |z|2 = z · z;

3. |z| = 0⇔ z = 0;

4. |z1 · z2| = |z1| · |z2|;

5.

∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

, äå z2 6= 0;

6. |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|;

7. |z1| − |z2| 6 |z1 + z2|;

8. ||z1| − |z2|| 6 |z1 + z2|.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z = a + bi, z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i. Òîäi
îòðèìà¹ìî:

1. |z| = |a− bi| =
√
a2 + (−b)2 =

√
a2 + b2 = |z|;

| − z| = | − (a + bi)| = |(−a) + (−b)i| =
√

(−a)2 + (−b2) =

=
√
a2 + b2 = |z|;

2. z · z = (a+ bi)(a− bi) = (a2 + b2) + (−ab+ ab)i = a2 + b2 = |z|2;

3. |z| = 0⇔
√
a2 + b2 = 0⇔ a2 + b2 = 0⇔ a = b = 0⇔ z = 0;

4. |z1 · z2| = |(a1 + b1i)(a2 + b2i)| = |(a1a2 − b1b2) +
+ (a1b2 + a2b1)i| =

√
(a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 =

=
√
a21 − 2a1a2b1b2 + b21b

2
2 + a21b

2
2 + 2a1a2b1b2 + a22b

2
1 =

=
√
a21a

2
2 + b21b

2
2 + a21b

2
2 + a22b

2
1 =

√
a21(a22 + b22) + b21(a22 + b22) =

=
√

(a21 + b21)(a22 + b22) =
√
a21 + b21 ·

√
a22 + b22 = |z1| · |z2|;

5.

∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1 ·z−12 | = |z1| · |z

−1
2 | = |z1| ·

|z−12 |
|z2 · z−12 |

= |z1| ·
|z−12 |

|z2| · |z−12 |
=

=
|z1|
|z2|

;

6. Ëåãêî áà÷èòè, ùî z + z = (a + bi) + (a − bi) = 2a 6 2|z|;
|z + 1|2 = (z + 1)(z + 1) = (z + 1)(z + 1) = zz + (z + z) +
+ 1 6 |z|2 + 2|z| + 1 = (|z| + 1)2, çâiäêè |z + 1| 6 |z| + 1. Òîäi
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ïðè z2 6= 0 ìà¹ìî: |z1 + z2| =
∣∣∣∣z2 · (z1z2 + 1

)∣∣∣∣ = |z2| ·
∣∣∣∣z1z2 + 1

∣∣∣∣ 6
6 |z2|

(∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣+ 1

)
= |z2| ·

(
|z1|
|z2|

+ 1

)
= |z1| + |z2|; ó âèïàäêó

z2 = 0 î÷åâèäíî, ùî |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|;

7. |z1|− |z2| = |(z1 +z2)+(−z2)|− |z2| 6 (|z1 +z2|+ |−z2|)−|z2| =
= (|z1 + z2|+ |z2|)− |z2| = |z1 + z2|+ (|z2| − |z2|) = |z1 + z2|;

8. Îñêiëüêè ç ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü −(|z1|−|z2|) = |z2|−|z1| 6 |z1+z2|, òî ëåãêî áà÷èòè,
ùî òîäi ñïðàâåäëèâà i íåðiâíiñòü ||z1| − |z2|| 6 |z1 + z2|,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè �

9.4 Ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

1. Ãåîìåòðè÷íå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âàæëèâå äëÿ
êðàùîãî ðîçóìiííÿ çâ'ÿçêó ¨õ ç äiéñíèìè ÷èñëàìè. Êðiì òîãî, òà-
êà ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðeòàöiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äà¹ ìîæëèâiñòü
ðîçâ'ÿçóâàòè âiäïîâiäíi àëãåáðà¨÷íi çàäà÷i iç çàñòîñóâàííÿì ãåîìå-
òðè÷íèõ iëþñòðàöié.

Íåõàé Oxy � ïðÿìîêóòíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëî-
ùèíi. Âiäîìî, ùî ìiæ âñiìà òî÷êàìè M öi¹¨ êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè
i âïîðÿäêîâàíèìè ïàðàìè (xM ; yM ) äiéñíèõ ÷èñåë âñòàíîâëþ¹òüñÿ
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü: êîæíié òî÷öi M âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íèì ÷èíîì âiäïîâiäà¹ âïîðÿäêîâàíà ïàðà (xM ; yM ) äiéñíèõ ÷è-
ñåë, äå xM � àáñöèñà òî÷êè M , à yM � îðäèíàòà òî÷êè M . Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî êîæíié òàêié òî÷öi M(xM ; yM ) ìîæíà âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íî ñïiâñòàâèòè êîìïëåêñíå ÷èñëî zM = xM + iyM (äèâ. íèæ÷å
âiäïîâiäíèé ìàëþíîê 1.22). Òîäi çðîçóìiëî, ùî òî÷êè Mx(xM ; 0),
ðîçòàøîâàíi íà êîîðäèíàòíié îñi Ox, çîáðàæàþòü ìíîæèíó R âñiõ
äiéñíèõ ÷èñåë, à òî÷êè My(0; ym), ðîçòàøîâàíi íà êîîðäèíàòíié îñi

Oy, çîáðàæàòèìóòü ìíîæèíó Ri
df
= {yi|y ∈ R} âñiõ ÷èñòî óÿâíèõ

÷èñåë (êðiì, çâè÷àéíî, òî÷êè O, â ÿêié y0 = 0). Â çâ'ÿçêó ç öèì âiñü
Ox íàçèâàþòü äiéñíîþ âiññþ, âiñü Oy � óÿâíîþ âiññþ, à ñàìó
êîîðäèíàòíó ïëîùèíó � êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ.
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Ìàë. 1.22.

Óæå ç òàêî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðeòàöi¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ñòà¹
çðîçóìiëèì, íàñêiëüêè

”
ðîçøèðèëîñÿ“ ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

â ïîðiâíÿííi ç ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë (óâàãà!!! � íàñïðàâäi, ÿê áó-
äå âiäìi÷åíî ïiçíiøå,

”
êiëüêîñòi“ åëåìåíòiâ öèõ ïîëiâ ñïiâïàäàþòü,

òîáòî ìiæ ìíîæèíàìè R i C ìîæíà âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó
âiäïîâiäíiñòü; õî÷à öå, íà ïåðøèé ïîãëÿä, çäà¹òüñÿ äåùî äèâíèì).

2. Íà ïðàêòèöi äîñèòü çðó÷íîþ ¹ iíøà ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðeòà-
öiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë � ó âèãëÿäi íàïðÿìëåíèõ âiäðiçêiâ (âåêòî-
ðiâ), ïî÷àòêîì êîæíîãî iç ÿêèõ ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à êiíöåì �
òî÷êà êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè Oxy, ÿêà âiäïîâiäà¹ êîìïëåêñíîìó
÷èñëó: zM = xM + i · yM ↔

−−→
OM = xM · ~i + yM · ~j, äå (~i,~j) �

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ öi¹¨ êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè (äèâ. ìàëþíîê
1.22). Òàêà ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðeòàöiÿ äà¹ ìîæëèâiñòü iëþñòðóâàòè
òàê çâàíi ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè � äî-
äàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ íà äiéñíå ÷èñëî � òà iíøi ïîíÿòòÿ,
ïîâ'ÿçàíi ç íèìè. Íåâàæêî, íàïðèêëàä, ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ
òàêi âiäïîâiäíîñòi:

1. zM + zK ↔
−−→
OM +

−−→
OK;

2. zM − zK ↔
−−→
OM −

−−→
OK;

3. α · zM ↔ α ·
−−→
OM , äå α ∈ R;

4. zM i zM = zM ⇔ ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíi âiäíîñíî îñi Ox

âåêòîðè
−−→
OM i

−−→
OM (òî÷êè MzM i MzM ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî

îñi Ox);
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5. zM i −zM = z−M = ⇔ ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíi âiäíîñíî òî-
÷êè O âåêòîðè

−−→
OM i −

−−→
OM (òî÷êè MzM i M−zM ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî òî÷êè O);

6. |zM | � ìîäóëü zM ⇔ |
−−→
OM | � äîâæèíà (ìîäóëü) âåêòîðà

−−→
OM ;

7. {zM
∣∣∣zM | = r} ↔ {Mz

∣∣∣|−−−→OMz| = r} � êîëî ç öåíòðîì O i ðàäió-
ñîì r > 0.

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð
−−→
OM ÷àñòî íàçèâàþòü ðàäióñ-âåêòîðîì

òî÷êè M .

9.5 Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷è�

ñëà

1. Àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè (à îñîáëè-
âî ëiíiéíi îïåðàöi¨) çðó÷íî âèêîíóâàòè òîäi, êîëè öi ÷èñëà çîáðà-
æåíi â àëãåáðà¨÷íi ôîðìi. Îäíàê, ïiäíåñåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äî
ñòåïåíÿ, à îñîáëèâî äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, âè-
êëèêàþòü çíà÷íi (à ÷àñòî i íåïåðåáîðíi) òðóäíîùi, ÿêùî öi ÷èñëà
çàäàíi â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi.

Ñïðàâà çíà÷íî ïîëåãøó¹òüñÿ, ÿêùî êîìïëåêñíi ÷èñëà ïîäàâàòè
â òàê çâàíié òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Çóïèíèìîñÿ äîêëàäíiøå íà
¨¨ ââåäåííi.

Îçíà÷åííÿ 9.5.1. Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy ó âè�

ãëÿäi z
df
= |z| · (cosϕ + i sinϕ) íàçèâà¹òüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íîþ

ôîðìîþ çîáðàæåííÿ öüîãî ÷èñëà, äå ÷èñëî r
df
= |z| df=

√
x2 + y2

íàçèâà¹òüñÿ ìîäóëåì ÷èñëà z, ÷èñëî ϕ
df
= arg(z) íàçèâà¹òüñÿ

àðãóìåíòîì ÷èñëà z, ïðè÷îìó 0 6 ϕ
df
= (

̂
Ox,
−−−→
OMz) < 2π � öå

âåëè÷èíà êóòà ìiæ âiññþ Ox i ðàäióñîì-âåêòîðîì òî÷êè Mz (äèâ.
ìàëþíîê 1.23).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî áóäü-ÿêå íåíóëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî z ¹äè-
íèì ñïîñîáîì çîáðàæó¹òüñÿ â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, òîáòî ìà¹
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (∀z 6= 0)(∃!r, ϕ)(z = r(cosϕ+ i sinϕ)).
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Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Ìàë. 1.23.

2. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ìiæ àëãåáðà¨÷íîþ òà òðèãîíîìåòðè÷íîþ
ôîðìàìè çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿ-
çîê, ÿêèé äà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåéòè âiä îäíi¹¨ ôîðìè çàïèñó ÷èñëà äî
iíøî¨. Ôîðìóëè, ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü çäiéñíåííÿ òàêîãî ïåðåõîäó,
ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä, à ¨õ ñïðàâåäëèâiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëè-
âà¹ ç îçíà÷åíü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié òà ç íàâåäåíîãî âèùå
ìàëþíêà 1.23.

1. Íåõàé z = x + iy � àëãåáðà¨÷íà ôîðìà çîáðàæåííÿ êîìïëå-
êñíîãî ÷èñëà z; òîäi{

r =
√
x2 + y2,

cosϕ =
x

r
, sinϕ =

y

r
, äå r 6= 0;

ÿêùî r = 0, òî â ðîëi ϕ ìîæíà âçÿòè äîâiëüíå çíà÷åííÿ ç ïðîìiæêó
[0; 2π).

2. Íåõàé z = r(cosϕ+ isinϕ) � òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà çàïèñó
÷èñëà z; òîäi {

x = r cosϕ;

y = r sinϕ.

Çàóâàæèìî, ùî ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìîæíà òëóìà÷èòè
ÿê óçàãàëüíåííÿ àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè äiéñíîãî ÷èñëà, à àðãóìåíò
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà � ÿê óçàãàëüíåííÿ çíàêà (

”
ïëþñ“,

”
ìiíóñ“) äié-

ñíîãî ÷èñëà.

3. Ïðèêëàäè.
1. Çàïèñàòè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi êîìïëåêñíå ÷èñëî z1 =

=
√

3 − i òà çîáðàçèòè éîãî â êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxy ðàäióñ-
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Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

âåêòîðîì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè âêàçàíi âèùå ôîðìóëè âèðàæåííÿ

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, îòðèìà¹ìî:

r1 = |z1| =
√

(
√

3)2 + (−1)2 =
√

3 + 1 =
√

4 = 2;cosϕ1 =

√
3

2

sinϕ1 = −1

2

⇒ ϕ1 = 2π − π

6
=

11

6
π = 330◦.

Îòæå, z1 = 2

(
cos

11π

6
+ i sin

11π

6

)
� òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà çî-

áðàæåííÿ ÷èñëà z1. Çîáðàæåííÿ öüîãî ÷èñëà z1 â êîîðäèíàòíié ïëî-
ùèíi Oxy ðàäióñîì-âåêòîðîì äèâ. íèæ÷å (ìàëþíîê 1.24).

2. Çàïèñàòè êîìïëåêñíå ÷èñëî z2 = 3

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
â àë-

ãåáðà¨÷íié ôîðìi òà çîáðàçèòè éîãî â êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxy
ðàäióñîì-âåêòîðîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëè âèðàæåííÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi, ÿêi âêàçàíi âèùå, ìàòèìåìî:

x2 = 3 cos
3π

4
= 3

(
−
√

2

2

)
=
−3
√

2

2
,

y2 = 3 sin
3π

4
=

3
√

2

2
.

Îòæå, z2 = −3
√

2

2
+i

3
√

2

2
� àëãåáðà¨÷íà ôîðìà çàïèñó ÷èñëà z2. Çî-

áðàæåííÿ ÷èñëà z2 â êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxy ðàäióñîì-âåêòîðîì

âêàçàíî íà ìàëþíêó 1.24, äå ϕ2 =
3π

4
.

4. Çàóâàæåííÿ. Iñíó¹ ùå i òàê çâàíà ïîêàçíèêîâà ôîðìà
çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z = r · eiϕ, ç ÿêîþ áiëüø ãðóí-
òîâíiøå ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ â êóðñi

”
Òåîðiÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨“. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ìà¹ ìiñöå òàêà î÷åâèäíà ðiâíiñòü:

cos(arg(z) + 2kπ) + i sin(arg(z) + 2kπ) = cos(arg(z)) + i sin(arg(z)),

äå k ∈ Z, ÿêà ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïðàêòèöi.
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Ìàë. 1.24.

9.6 Ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çî�

áðàæåíèõ â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi

1. ßêùî äîäàâàòè i âiäíiìàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà, çàïèñàíi â àë-
ãåáðà¨÷íié ôîðìi, äîñèòü ëåãêî, òî ìíîæèòè, à îñîáëèâî äiëèòè ¨õ
â òàêié ôîðìi ìåíø çðó÷íî. Çàòå ìíîæèòè i äiëèòè ¨õ äîñèòü çðó-
÷íî, ÿêùî âîíè çàïèñàíi â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Äiéñíî, íåõàé
z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Òîäi ìà¹ìî:

z1z2 = (r1(cosϕ1 + i sinϕ1))(r2(cosϕ2 + i sinϕ2)) = (r1r2)((cosϕ1 ·
· cosϕ2 − sinϕ1 · sinϕ2) + i(sinϕ1 · cosϕ2 + cosϕ1 · sinϕ2)) = (r1 ·
· r2)(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2));

z1
z2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)
=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · (cosϕ2 − i sinϕ2)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2) · (cosϕ2 − i sinϕ2)
=

=
(r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · (cos(−ϕ2) + i sin(−ϕ2)))

r2((cosϕ2 + i sinϕ2) · (cos(−ϕ2) + i sin(−ϕ2)))
=

=
r1(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2))

r2(cos 0 + i sin 0)
=
r1
r2

(cos(ϕ1−ϕ2)+i sin(ϕ1−ϕ2)),

äå z2 6= 0.
Îòæå, ìà¹ìî:

z1 · z2 = (r1 · r2)(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2));

z1
z2

=
r1
r2
· (cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)),
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Ôîðìóëà Ìóàâðà; äåÿêi íàñëiäêè

òîáòî ìîäóëü äîáóòêó (÷àñòêè) êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâ�
íþ¹ äîáóòêó (÷àñòöi) ¨õ ìîäóëiâ, à àðãóìåíò äîáóòêó (÷àñ�
òêè) öèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ ñóìi (ðiçíèöi) ¨õ àðãóìåíòiâ.

2. Çðîçóìiëî, ùî òàêå ïðàâèëî ìíîæåííÿ (äiëåííÿ) êîìïëåêñíèõ
÷èñåë, çàïèñàíèõ â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, ìîæíà ïîøèðèòè íà
äîâiëüíó êiëüêiñòü ÷èñåë. Íàïðèêëàä, z1 · z2 · z3 = (r1 · r2 · r3) ·
· (cos(ϕ1 +ϕ2 +ϕ3) + i sin(ϕ1 +ϕ2 +ϕ3)), äå zj = rj(cosϕj + i sinϕj),
a j = 1, 2, 3.

9.7 Ôîðìóëà Ìóàâðà; äåÿêi íàñëiäêè

1. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííèé âèïàäîê ðîçãëÿíóòèõ âèùå ðiâíîñòåé,
êîëè ïîòðiáíî ïiäíåñòè êîìïëåêñíå ÷èñëî äî öiëîãî ñòåïåíÿ. Â ðå-
çóëüòàòi ìè ïðèéäåìî äî ôîðìóëè Ìóàâðà (Ìóàâð À. � àíãëiéñüêèé

Ìàë. 1.25. Ìóàâð Àáðàõàì äå (1667 � 1754 ðîêè)

ìàòåìàòèê, âiäîìèé ñâî¨ìè ïðàöÿìè â îáëàñòi òåîði¨ ðÿäiâ, òåîði¨
éìîâiðíîñòåé, êîìïëåêñíèõ ÷èñåë).

Òåîðåìà 9.7.1. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà n ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

(r(cosϕ+ i sinϕ))n = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)),
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Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ìóàâðà, äå z = r(cosϕ+ i sinϕ) �
äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî, çàïèñàíå â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äëÿ n ∈
∈ N ∪ {0}. Î÷åâèäíî, ùî öÿ ôîðìóëà ïðàâèëüíà ïðè n = 0, 1: 1 =
= (r(cosϕ + i sinϕ))0 = r0 · (cos(0 · ϕ) + i sin(0 · ϕ)) = 1; r(cosϕ +
+ i sinϕ) = (r ·(cosϕ+ i sinϕ))1 = r1(cos(1 ·ϕ+ i sin(1 ·ϕ)) = r(cosϕ+
+ i sinϕ). Íåõàé ôîðìóëà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëüíîãî n = k ∈ N, òîá-
òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (r(cosϕ+ i sinϕ))k = rk(cos(kϕ)+ i sin(kϕ)).
Òîäi ìà¹ìî: (r(cosϕ + i sinϕ))k+1 = (r(cosϕ + i sinϕ))k · (r(cosϕ +
+i sinϕ)) = (rk(cos(kϕ)+i sin(kϕ)))(r(cosϕ+i sinϕ)) = rk+1(cos((k+
+ 1)ϕ) + i sin((k + 1)ϕ)), ùî âêàçó¹ íà ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè
ïðè n = k + 1. Òîìó çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ðîáè-
ìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî ôîðìóëà Ìóàâðà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëü-
íîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N. Âiçüìåìî òåïåð n = −k, äå k ∈ N.
Òîäi îòðèìà¹ìî (r(cosϕ + i sinϕ))n = (r · (cosϕ + i sinϕ))−k =

=
1

(r(cosϕ+ i sinϕ))k
=

r0(cos(0ϕ) + i sin(0ϕ))

rk(cos(kϕ) + i sin(kϕ))
= r−k(cos(−kϕ) +

+ i sin(−kϕ)) = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)), ùî âêàçó¹ íà òå, ùî i äëÿ
âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ôîðìóëà Ìóàâðà ïðàâèëüíà. Òåîðåìà äîâå-
äåíà ïîâíiñòþ �

2.Ôîðìóëà Ìóàâðà äà¹ ìîæëèâiñòü çíà÷íî ïðîñòiøå âèêîíóâàòè
îá÷èñëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ïðè ïiäíåñåííi ¨õ äî öiëîãî ñòåïåíÿ.
Ðîçãëÿíåìî â ðîëi iëþñòðàöi¨ òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè z =

(√
3

2
+

3

2
i

)12

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåòâîðèâøè êîìïëåêñíå ÷èñëî

√
3

2
+

3i

2
â

òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó, îòðèìà¹ìî: z =

(√
3

2
+

3

2
i

)12

=

=

(
√

3 ·

(
1

2
+

√
3

2
i

))12

=
(√

3 ·
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

))12
= (
√

3)12 ·

·
(

cos
(

12 · π
3

)
+ i sin

(
12 · π

3

))
= 36 · (cos(4π) + i sin(4π)) = 729 ·

· (1 + i · 0) = 729 · 1 = 729.
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Äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà; äâî÷ëåííi ðiâíÿííÿ;

ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîðåíiâ

Íàñëiäîê. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâi òàêi
ðiâíîñòi:

cos(nϕ) = cosn ϕ− C2
n cosn−2 ϕ · sin2 ϕ+

+C4
n cosn−4 ϕ · sin4 ϕ− ... . (9.7.1)

sin(nϕ) = C1
n cosn−1 ϕ · sinϕ− C3

n cosn−3 ϕ · sin3 ϕ+

+C5
n cosn−5 ϕ · sin5 ϕ− ... . (9.7.2)

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè Ìóàâðà ïðè r = 1 i ç ôîðìóëè
áiíîìà Íüþòîíà. Äiéñíî, ïðè r = 1 ìà¹ìî: cos(nϕ) + i sin(nϕ) =
= (cosϕ+ i sinϕ)n = cosn ϕ+ i ·C1

n · cosn−1 ϕ · sinϕ+ i2 ·C2
n · cosn−2 ϕ ·

· sin2 ϕ+ ...+ in sinn ϕ. Çãðóïóâàâøè â îñòàííüîìó âèðàçi ëàíöþæêà
ðiâíîñòåé äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, îòðèìà¹ìî
ôîðìóëè (9.7.1), (9.7.2) �

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíi âèùå ôîðìóëè (9.7.1), (9.7.2) ¹ íå ùî
iíøå ÿê óçàãàëüíåííÿ øêiëüíèõ ôîðìóë ç òðèãîíîìåòði¨ äëÿ ñèíóñà
i êîñèíóñà ïîäâiéíîãî êóòà.

Ïðèêëàä. Ïðè n = 4 ôîðìóëè (9.7.1), (9.7.2) ïðèéìóòü âiäïî-
âiäíî òàêèé âèãëÿä:

cos(4ϕ) = cos4 ϕ− 6 cos2 ϕ sin2 ϕ+ sin4 ϕ;
sin(4ϕ) = 4 cos3 ϕ sinϕ− 4 cosϕ · sin3 ϕ.

9.8 Äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà; äâî�

÷ëåííi ðiâíÿííÿ; ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîðåíiâ

1. Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ÿê äîáóâà¹òüñÿ êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ 9.8.1. Êîìïëåêñíå ÷èñëî ω íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì
n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ�
íiñòü ωn = z i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì n

√
z.
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ àáî, ÿê âèñëîâëþþòüñÿ, äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âèêîðèñòà¹ìî ðîçãëÿíóòó âèùå ôîðìóëó Ìó-
àâðà.

Íåõàé ω = ρ(cos θ+ i sin θ) � êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z = r(cosϕ+ i sinϕ), òîáòî ωn = z. Òîäi çà ôîðìóëîþ Móàâðà
ìà¹ìî:

ρn(cos(nθ) + i sin(nθ)) = r(cosϕ+ i sinϕ),

çâiäêè îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü{
ρn = r;

nθ = ϕ+ 2kπ, äå k ∈ Z,

ÿêà äà¹ ðîçâ'ÿçîê ρ = n
√
ρ = n

√
|z|,

θ =
ϕ+ 2kπ

n
, äå k ∈ Z.

Îòæå, îòðèìà¹ìî

ωk = n
√
r(cos θ + i sin θ) = n

√
|z|
(

cos
ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
,

äå n ∈ N, k ∈ Z, ϕ = arg(z), z = |z|. (9.8.1)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè z 6= 0 iñíó¹ òî÷íî n ðiçíèõ çíà÷åíü
êîðåíiâ ω0, ω1, ω2, ..., ωn−1 ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, äå n ∈ N.
ßêùî æ âçÿòè k = m, äå m < 0 àáî æ n − 1 < m, òî
ωm ñïiâïàäà¹ ç îäíèì iç çíà÷åíü ω0, ω1, ω2, ..., ωn−1. Äiéñíî, íåõàé
m = n · l + k, äå k = 0, 1, 2, ..., (n − 1); l ∈ Z. Òîäi ìàòèìåìî
ϕ+ 2mπ

n
=

ϕ+ 2(nl + k)π

n
=

ϕ+ 2kπ

n
+ 2lπ, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî

ωm ñïiâïàäà¹ ç îäíèì iç çíà÷åíü ω0, ω1, ω2, ..., ωn−1.

Âèñíîâîê. Îïåðàöiÿ äîáóâàííÿ êîðåíÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë çàâæäè çäiéñíèìà, òîáòî (∀n ∈ N)(∀z ∈ C)(∃ n

√
z); ïðè öüîìó

ìà¹ìî: ÿêùî z = 0, òî n
√

0 = 0 � ¹äèíèé êîðiíü; ÿêùî æ z 6= 0, òî
n
√
z = ωk = n

√
|z|
(

cos
ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
� n ðiçíèõ êîðåíiâ
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ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîðåíiâ

ωk, äå k = 0, n− 1,5 ϕ = arg(z), ùî âêàçó¹ íà òå, ùî îïåðàöiÿ
äîáóâàííÿ êîðåíÿ íå ¹ îäíîçíà÷íîþ.

2. Ôîðìóëà (9.8.1) äà¹ ìîæëèâiñòü ëåãêî çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçêè
íàéïðîñòiøèõ äâî÷ëåííèõ ðiâíÿíü â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 9.8.2. Ðiâíÿííÿ âèäó azn + b = 0, äå a, b ∈ C, ïðè�
÷îìó a 6= 0, íàçèâà¹òüñÿ äâî÷ëåííèì ðiâíÿííÿì n-ãî ñòåïåíÿ.

Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçêè òàêîãî ðiâíÿííÿ áóäóòü òàêèìè:
ÿêùî b = 0, òî z = 0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê;

ÿêùî æ b 6= 0, òî zn = − b
a
, çâiäêè íà îñíî-

âi ôîðìóëè (9.8.1) îòðèìà¹ìî n ðiçíèõ êîðåíiâ ωk =

= n
√
|r|
(

cos
ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, äå k = 0, n− 1, n ∈ N,

ϕ = arg(r), r = − b
a
.

3. Ðîçãëÿíåìî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîðåíiâ ωk = n
√
z n-ãî

ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, äå k = 0, n− 1. Îñêiëüêè ìîäóëi
öèõ êîðåíiâ ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à àðãóìåíòè ïîñëiäîâíî ïðè çìiíi k

íà îäèíèöþ âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ íà
2π

n
, òî ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî-

÷êè çîðó öèì êîðåíÿì íà êîìïëåêñíié (êîîðäèíàòíié) ïëîùèíi Oxy
âiäïîâiäàþòü òî÷êè, ÿêi ¹ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïè-
ñàíîãî â êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi O i ðàäióñîì R = n

√
|z|, ïðè÷îìó

arg(ω0) =
arg(z)

n
=
ϕ

n
(äèâ. âiäïîâiäíèé ìàëþíîê 1.26).

4. Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x4 +16 = 0 òà çîáðàçèòè éîãî
êîðåíi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó (9.8.1) çíà-
õîäæåííÿ êîðåíiâ äâî÷ëåííîãî ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî:

ωk = 4
√
−16 = 4

√
| − 16|

(
cos

π + 2kπ

4
+ i sin

π + 2kπ

4

)
=

= 2

(
cos

π + 2kπ

4
+ i sin

π + 2kπ

4

)
=

5Çàïèñ 0, n− 1 îçíà÷à¹ òåæ ñàìå, ùî i çàïèñ 0, 1, 2, ..., (n − 1), àâòîðàìè âè�

êîðèñòîâóþòüñÿ îáèäâà, â çàëåæíîñòi âiä çðó÷íîñòi çàïèñó.
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Ìàë. 1.26.

= 2
(

cos
(π

4
+ k

π

2

)
+ i sin

(π
4

+ k
π

2

))
, äå −16 = 16(cosπ + i sinπ);

k = 0, 1, 2, 3. Òîäi 4 êîðåíi ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä:

ω0 = 2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
=
√

2 + i
√

2;

ω1 = 2

(
cos

3

4
π + i sin

3

4
π

)
= −
√

2 + i
√

2;

ω2 = 2

(
cos

5

4
π + i sin

5

4
π

)
= −
√

2− i
√

2;

ω0 = 2

(
cos

7

4
π + i sin

7

4
π

)
=
√

2− i
√

2.

Îòðèìàíi êîðåíi î÷åâèäíî âiäïîâiäàþòü âåðøèíàìè êâàäðàòà, âïè-
ñàíîãî â êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi O i ðàäióñîì R = 2, ïðè÷îìó

arg(ω0) =
π

4
(äèâ. âiäïîâiäíèé ìàëþíîê 1.27).

5. Çàóâàæèìî, ùî ó ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîâiëüíå íåíó-
ëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî z ∈ C ìà¹ n ðiçíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ.
Ëåãêî ïðè öüîìó áà÷èòè (ïîêàæiòü ñàìîñòiéíî!), ùî:

à) ÿêùî z ∈ R i z > 0, òî òàêå äiéñíå ÷èñëî z ìà¹ äâà äiéñíèõ
êîðåíi, êîëè n ∈ N � ïàðíå ÷èñëî, i îäèí äiéñíèé êîðiíü, êîëè n ∈ N
� íåïàðíå ÷èñëî;

á) ÿêùî z ∈ R i z < 0, òî òàêå äiéñíå ÷èñëî z ìà¹ îäèí äiéñíèé
êîðiíü, êîëè n ∈ N � íåïàðíå ÷èñëî, i íå ìà¹ æîäíîãî äiéñíîãî
êîðåíÿ, êîëè n ∈ N � ïàðíå ÷èñëî;

â) ÿêùî æ z /∈ R, òîáòî z ∈ C � óÿâíå ÷èñëî, òî âîíî ìà¹ âñi n
ðiçíèõ óÿâíèõ êîðåíi.
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Ìàë. 1.27.

9.9 Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi òà ¨õ âëàñòèâî�

ñòi

1. Îñêiëüêè 1 = cos 0+i sin 0, òî, ïîçíà÷èâøè êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi ÷åðåç εk, îòðèìà¹ìî òàêó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ öèõ
êîðåíiâ:

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, äå k = 0, n− 1.

Íàïðèêëàä, äëÿ n = 4 ìà¹ìî: ε0 = 1, ε1 = i, ε2 = −1, ε3 = −i. Ç
ìiðêóâàíü, ïðîâåäåíèõ âèùå, ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî îäèíèöÿ
ìà¹ äâà äiéñíèõ êîðåíi ε0 = 1, εm = −1, ÿêùî n = 2m ∈ N � ïàðíå
÷èñëî, i îäèí äiéñíèé êîðiíü ε0 = 1, ÿêùî n = 2m−1 ∈ N � íåïàðíå
÷èñëî. Ïðè çîáðàæåííi êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ëåãêî áà÷èòè,
ùî ¨õ çîáðàæåííÿìè ¹ âåðøèíè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïèñàíîãî
â îäèíè÷íå êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi O ïëîùèíè Oxy, ïðè÷îìó êî-
ðiíü ε0 çîáðàæà¹ âåðøèíó öüîãî n-êóòíèêà, ÿêà ëåæèòü íà äîäàòíié
äiéñíié ïiâîñi Ox, à iíøi êîðåíi εk i εn−k çîáðàæàòèìóòü ïîïàðíî
ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíi âåðøèíè öüîãî n-êóòíèêà âiäíîñíî äiéñíî¨
îñi Ox.

2. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi òðè âëàñòèâîñòi êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi, ÿêi ìàþòü ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ.

Ìiæ êîðåíÿìè n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi i êîðåíÿìè n-ãî ñòåïåíÿ ç
äîâiëüíîãî ÷èñëà z ∈ C, íå ðiâíîãî íóëþ, iñíó¹ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê,
ÿêèé ðîçêðèâà¹ òàêà òåîðåìà:

201



Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Òåîðåìà 9.9.1. Çíàþ÷è âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi i îäèí
ç êîðåíiâ ωk n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C, íå ðiâíîãî
íóëþ, ìîæíà çíàéòè âñi êîðåíi öüîãî ÷èñëà z, ïîìíîæèâøè âiäî�
ìèé éîãî êîðiíü ω íà êîæåí ç êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé ω � îäèí ç êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç
÷èñëà z ∈ C, òîáòî ωn = z, i εk � äîâiëüíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi, òîáòî εnk = 1, äå k = 0, n− 1. Ðîçãëÿíåìî n äîáóòêiâ ω ·
·ε0, ω·ε1, ω·ε2, ..., ω·εn−1. Ïîêàæåìî, ùî âñi âîíè ¹ ðiçíèìè êîðåíÿìè
n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z. Ñïðàâäi, (ωεk)n = ωn · εnk = z · 1 = z, òîáòî
ω · εk � êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z, äå k = 0, n− 1. Ïîêàæåìî,
ùî âñi êîðåíi ω · εk, äå k = 0, n− 1, � ðiçíi êîðåíi äëÿ z. Äiéñíî,
ÿêáè âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü ωεk = ωεl, äå 0 6 k, l 6 n− 1 i k 6= l, òî
îòðèìàëè áè ðiâíiñòü εk = εl, ùî ïðîòèði÷èòü òîìó, ùî êîðåíi εk, εl
ç îäèíèöi ðiçíi, ÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè �

Äàíà òåîðåìà äà¹ ìîæëèâiñòü ïîëåãøèòè íà ïðàêòèöi îá÷èñëå-
ííÿ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z ∈ C, ÿêùî âiäîìèé îäèí ç éîãî
êîðåíiâ i âiäîìi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Íàïðèêëàä, ε0 = 1, ε1 =
1

2
+ i

√
3

2
, ε2 = −1

2
− i
√

3

2
� êîðåíi

êóái÷íi ç 1, à ω = 2 − 2
√

3 · i � êîðiíü êóái÷íèé ç ÷èñëà −64. Òîäi
âñi çíà÷åííÿ êîðåíÿ êóái÷íîãî ç ÷èñëà −64 áóäóòü òàêèìè: ω · ε0 =

= (2 − 2
√

3i) · 1 = 2 − 2
√

3i; ω · ε1 = (2 − 2
√

3i)

(
1

2
+ i

√
3

2

)
= 4;

ωε2 = (2− 2
√

3i)

(
−1

2
− i
√

3

2

)
= −4.

3. Íåõàé En
df
= {εk|k ∈ 0, n− 1 ∧ (εk)n = 1} � ìíîæèíà âñiõ

êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.9.2. Àëãåáðà E\ = (En; ·) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, ÿêà
íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ êîðåíiâ
n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ âèêî-
íó¹òñÿ äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. À òîìó âîíè âèêîíóþòñÿ i äëÿ åëå-
ìåíòiâ ìíîæèíè En. Î÷åâèäíî, ùî ε0 = 1 ∈ En ¹ îäèíèöåþ â àë-
ãåáði En âiäíîñíî ìíîæåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî En � çàìêíóòà ìíî-
æèíà âiäíîñíî ìíîæåííÿ êîðåíiâ. Äiéñíî, ÿêùî εk, εl ∈ En,òîáòî
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(εk)n = (εl)
n = 1, òî (εk · εl)n = (εk)n · (εl)n = 1 · 1 = 1, ùî âêàçó¹

íà òå, ùî εk · εl ∈ En. Îñêiëüêè εk = (ε1)k, äå k = 0, n− 1, òî ìà¹ìî
εk · εn−k = (ε1)k · (ε1)n−k = (ε1)k+(n−k) = (ε1)n = 1, ùî âêàçó¹ íà
òå, ùî (εk)−1 = εn−k, òîáòî äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ εk ç îäèíèöi iñíó¹
îáeðíåíèé åëåìåíò (εk)−1 = εn−k, ÿêèé òåæ ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi.
Îòæå, äiéñíî àëãåáðà En = (En; ·) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ àáåëåâîþ
ãðóïîþ, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè �

Íàñëiäîê. Ìóëüòèïëiêàòèâíà àáåëåâà ãðóïà En = (En; ·) êîðå�
íiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ ñêií÷åííîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ç n ðiçíèõ
ñòåïåíiâ (ε1)k, äå k = 0, n− 1, òàêèõ, ùî (ε1)n = ε0 = 1.

Äîâåäåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.9.2, ÿêùî
ïðèéíÿòè äî óâàãè î÷åâèäíi ðiâíîñòi (ε1)k = εk, (ε1)−k = ε−k =
= εn−k.

Çàóâàæèìî, ùî òàêîãî âèäó ãðóïó, ùî ðîçãëÿíóòà â íàñëiäêó,
íàçèâàþòü ñêií÷åííîþ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ n-ãî ïîðÿäêó.

4.Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ òàêîæ
i êîðåíåì ñòåïåíÿ mn ç îäèíèöi, äå m ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå
÷èñëî. À çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñåðåä êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,
äå n = m · l � ñêëàäåíå ÷èñëî, m,n ∈ N \ {1}, ¹ êîðåíi m-ãî i l-ãî
ñòåïåíiâ ç îäèíèöi. Íàïðèêëàä, εm ¹ êîðåíåì l-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,
à εl ¹ êîðåíåì m-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. Ðàçîì ç òèì çóñòði÷àþòüñÿ i
òàêi êîðåíi, ÿêi íå ¹ êîðåíÿìè íiÿêîãî ìåíøîãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi íi
ïðè æîäíîìó íàòóðàëüíîìó n ∈ N\{1}. Íàïðèêëàä, ε1 íå ¹ êîðåíåì
k-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, ÿêùî ε1 = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
� êîðiíü n-ãî

ñòåïåíÿ ç îäèíèöi i k < n, äå n > 1.
Òàêi êîðåíi íàçèâàþòüñÿ ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè n-ãî ñòåïåíÿ

ç îäèíèöi.

Îçíà÷åííÿ 9.9.1. Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi íàçèâà¹òüñÿ
ïåðâiñíèì, ÿêùî âií íå ¹ êîðåíåì ç îäèíèöi íiÿêîãî ìåíøîãî ñòå�
ïåíÿ.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, êðiì êîðåíÿ
ε1, ¹ ïåðâiñíèìè. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äà¹ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.9.3. Ñåðåä êîðåíiâ εk, äå k = 0, n− 1, n-ãî ñòåïåíÿ

ç îäèíèöi ïåðâiñíèìè ¹ âñi òàêi êîðåíi εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, äëÿ

ÿêèõ k i n ìiæ ñîáîþ âçà¹ìíî ïðîñòi, äå n ∈ N \ {1}.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà k, n ∈ N òà-
êi, ùî k < n. Íåõàé d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äëÿ k i n. Òîäi
k = d · k1, n = d · n1, äå n1 6 n, k1 6 k. ßêùî k íå ¹ âçà¹ìíî ïðîñòå
ç n, òî 1 < d, n1 < n i (εk)n1 = (ε1)kn1 = (ε1)dk1n1 = ((ε1)dn1)k1 =
= (εn1 )k1 = (εn)k1 = 1k1 = 1, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî εk íå ¹ ïåðâi-
cíèì êîðåíeì n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi. ßêùî æ k âçà¹ìíî ïðîñòå

ç n, òî d = 1. Âçÿâøè (εk)m = (εk1)m = (ε1)km = cos
2π · km

n
+

+ i sin
2π · km

n
= 1, áà÷èìî, ùî km äiëèòüñÿ íà n, çâiäêè (â ñèëó

âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè k i n) m äiëèòüñÿ íà n, ùî âêàçó¹ íà òå, ùî εk ¹
ïåðâiñíèì êîðåíåì ç îäèíèöi. Òåîðåìà äîâåäåíà ïîâíiñòþ �

Íàñëiäîê. ßêùî n ∈ N � ïðîñòå ÷èñëî, òî âñi êîðåíi n-ãî
ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ ïåðâiñíèìè, êðiì êîðåíÿ ε0 = 1.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.9.3 òà îçíà-
÷åííÿ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ïðèêëàä. Çíàéòè ïåðâiñíi êîðåíi 12-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âçà¹ìíî ïðîñòèìè ÷ìñëàìè ç ÷èñëîì n = 12 ¹,

î÷åâèäíî, òàêi ÷èñëà: 1, 5, 7, 11, ÿêi ìåíøi 12; òîìó ïåðâicíèìè êî-
ðåíÿìè 12-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹ òàêi êîðåíi: ε1, ε5, ε7, ε11.

Çàóâàæèìî, ùî ðîëü ïåðâiñíèõ êîðåíiâ â ãðóïi En ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî âñi âîíè ¹ òâiðíèìè åëåìåíòàìè öi¹¨ ãðóïè.

9.10 Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè çíàíü òà âïðàâè

1. ßêi Âè çíà¹òå íàçâè òåîði¨ ïîáóäîâè ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë?
Äàéòå ¨ì êîðîòêó õàðàêòåðèñòèêó.

2. Âêàæiòü îäíå ç íàéâàæëèâiøèõ çàñòîñóâàíü òåîði¨ äiéñíèõ ÷è-
ñåë â ïðàêòèöi.

3. Âêàæiòü äåÿêi çàäà÷i, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ âèíèêëà ïîòðåáà
ðîçøèðåííÿ ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë.

4. Âêàæiòü iäåþ ìiíiìàëüíîãî ðîçøèðåííÿ C ïîëÿ R äiéñíèõ ÷è-
ñåë.

5. Ùî òàêå óÿâíà îäèíèöÿ òà ÿê âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ?

6. ßê ïîçíà÷àþòüñÿ åëåìåíòè ðîçøèðåííÿ C ïîëÿ R äiéñíèõ ÷è-
ñåë òà ÿêi äîìîâëåíîñòi ïðèéìàþòüñÿ äëÿ ¨õ ïîçíà÷åííÿ?
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7. ßê ââîäÿòüñÿ äi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ â ðîçøèðåííi C ïîëÿ
R äiéñíèõ ÷èñåë?

8. Äîâåäiòü, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ib = bi, äå b ∈ R, à i ∈ C �
óÿâíà îäèíèöÿ.

9. Äîâåäiòü, ùî êîæåí åëåìåíò z ∈ C ðîçøèðåííÿ ïîëÿ R äié-
ñíèõ ÷èñåë ¹äèíèì ñïîñîáîì çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè
z = a+ bi, äå a, b ∈ R.

10. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà C = (C; +) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî
äi¨ äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ ç ðîçøèðåííÿ C, à àëãåáðà (C \ {0}; ·)
¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ç ìíîæèíè
C \ {0}.

11. Äîâåäiòü äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäàâàííÿ â
àëãåáði C = (C; +; ·).

12. ßê ìîæíà ââåñòè äiþ âiäíiìàííÿ â àëãåáði (C; +)?

13. ßê ìîæíà ââåñòè äiþ äiëåííÿ â àëãåáði (C \ {0}; ·)?

14. Ïîÿñíiòü, ÷îìó ïîëå R äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ïiäïîëåì ïîëÿ C =
= (C; +; ·).

15. Äàéòå îçíà÷åííÿ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

16. ßê ìîæíà ââåñòè ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç âèêîðèñòàííÿì
ââåäåííÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi R × R
âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð ìíîæèíè R äiéñíèõ ÷èñåë?

17. ßê ìîæíà äîâåñòè içîìîðôiçì ìiæ äîâiëüíèìè ìiíiìàëüíèìè
ðîçøèðåííÿìè ïîëÿ R äiéñíèõ ÷èñåë äî ïîëÿ C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë?

18. Ùî òàêå ÷èñëîâå ïîëå?

19. ßêèì ¹ íàéìåíøå ÷èñëîâå ïîëå?

20. Ùî òàêå àëãåáðà¨÷íà ôîðìà çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

21. ßê âèêîíóþòüñÿ àðèôìåòè÷íi äi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè,
ïðåäñòàâëåíèìè â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi?
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22. ßêi êîìïëåêñíi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ñïðÿæåíèìè ìiæ
ñîáîþ?

23. Äîâåäiòü, ùî ñóìà âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹
äiéñíèì ÷èñëîì.

24. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
¹ íåâiä'¹ìíèì äiéñíèì ÷èñëîì.

25. Âêàæiòü êðèòåðié òîãî, ùîá âçà¹ìíî ñïðÿæåíi êîìïëåêñíi ÷è-
ñëà ñïiâïàäàëè ìiæ ñîáîþ.

26. ßêèì ¹ ñïðÿæåíå ÷èñëî äî ñïðÿæåíîãî ÷èñëà?

27. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó ïðî çàìiíó â àðèôìåòè÷íîìó âèðàçi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íà âiäïîâiäíî ñïðÿæåíi äî íèõ ÷èñëà.

28. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : C −→ C, çàäàíå ðiâíiñòþ
f(z) = z, äå z � ñïðÿæåíå ÷èñëî äî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C,
¹ àâòîìîðôiçìîì ïîëÿ C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

29. Äîâåäiòü, ùî ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íå ìîæíà ëiíiéíî âïî-
ðÿäêóâàòè.

30. Ùî òàêå ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

31. Ïåðåëi÷iòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

32. Äîâåäiòü, ùî |z1 · z2| = |z1| · |z2|, äå z1, z2 ∈ C � äîâiëüíi
êîìïëåêñíi ÷èñëà.

33. Äîâåäiòü, ùî |z1 + z2| 6 |z1| + |z2|, äå z1, z2 ∈ C � äîâiëüíi
êîìïëåêñíi ÷èñëà.

34. ßê ãåîìåòðè÷íî ìîæíà çîáðàçèòè êîìïëåêñíi ÷èñëà òî÷êàìè
íà ïëîùèíi?

35. ßê ãåîìåòðè÷íî ìîæíà çîáðàçèòè êîìïëåêñíi ÷èñëà íàïðÿì-
ëåíèìè âiäðiçêàìè, âåêòîðàìè íà ïëîùèíi?

36. Ïðîiëþñòðóéòå íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä
êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ îïåðàöié
íàä âåêòîðàìè, ùî çîáðàæàþòü öi ÷èñëà.
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37. Âêàæiòü íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ôiãóðó, âñi òî÷êè ÿêî¨ çî-
áðàæàþòü âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà z òàêi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âó 2 6 |z| 6 4.

38. Ùî òàêå òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà?

39. Ùî òàêå ìîäóëü òà àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ç ãåîìåòðè-
÷íî¨ òî÷êè çîðó?

40. Âêàæiòü ôîðìóëè ïåðåõîäó âiä àëãåáðà¨÷íî¨ ôîðìè çîáðàæåí-
íÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äî òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôîðìè i íàâïàêè.

41. Ïîÿñíiòü, ÷îìó ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìîæíà òëóìà÷èòè
ÿê óçàãàëüíåííÿ àáñîëþòíî¨ âåëè÷èíè äiéñíîãî ÷èñëà.

42. Ùî òàêå ïîêàçíèêîâà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

43. Ñôîðìóëþéòå ïðàâèëà ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë, çàäàíèõ ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, òà âêàæiòü âiäïîâiäíi
ôîðìóëè. ßê âîíè âèâîäÿòüñÿ?

44. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ôîðìóëà Ìóàâðà òà ÿê âîíà äîâîäèòüñÿ?

45. ßê çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ìóàâðà âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ
cos(nϕ), sin(nϕ), äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî?

46. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ôîðìóëà çíàõîäæåííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà òà ÿê âîíà âèâîäèòüñÿ?

47. Ùî òàêå äâî÷ëåííå ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òà
ÿê âîíî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ?

48. Âêàæiòü ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëå-
êñíîãî ÷èñëà, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

49. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ôîðìóëà çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî?

50. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé âèãëÿä ìàþòü çîáðàæåííÿ êîðåíiâ n-ãî
ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî?
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51. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç äî-
âiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çà äîïîìîãîþ êîðåíiâ n-ãî ñòå-
ïåíÿ ç îäèíèöi, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

52. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi âiä-
íîñíî ìíîæåííÿ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ, äå
n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

53. Ïîÿñíiòü, ÷îìó âêàçàíà âèùå ãðóïà ¹ ñêií÷åííîþ öèêëi÷íîþ
ãðóïîþ n-ãî ïîðÿäêó, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

54. Ùî òàêå ïåðâiñíèé êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, äå n ∈ N �
äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî?

55. Âêàæiòü êðèòåði¨ òîãî, ÿêi ç êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ¹
ïåðâiñíèìè, äå n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

56. Ñêiëüêè iñíó¹ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, ÿêùî
n ∈ N � ïðîñòå ÷èñëî, òà ÿêà ¨õ ðîëü â ãðóïi En?

57. Çíàéòè äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

à) (3i− 2)4 + (3i+ 2);

á)
(i+ 2)(i+ 1)

2− i
− (i− 1)(i− 2)

2 + i
;

â)

(
i27 + 2

i111 + 1

)2

;

ã)
(2i+ 1)3 − (3i+ 1)2

(5i+ 1)2 + (i+ 3)3
;

ä)

(
1− i
1 + i

)2008

;

e)
(1− i)129

(1 + i)127
.

58. Îá÷èñëèòè i160, i265, i483, (−i)585, (−i)130, (−i)1125, (−i)1184;
óçàãàëüíèòè ðåçóëüòàò äëÿ in, äå n ∈ Z � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî.

59. Îá÷èñëèòè

à) (1− i)4n;
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á)
(1− i)n

(1 + i)n−2
, äå n ∈ Z.

60. Îá÷èñëèòè (4z2 + 4i)(2i7z2 − 3), ÿêùî

a) z =
i− 1

2
;

á) z = −1 + i

2
.

61. Çíàéòè ìíîæèíó âñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

62. Äîñëiäèòè, ïðè ÿêèõ óìîâàõ ñóìà, ðiçíèöÿ, äîáóòîê, ÷àñòêà
äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1, z2 ¹

à) äiéñíèì ÷èñëîì;

á) ÷èñòî óÿâíèì ÷èñëîì;
àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ äâîõ âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ ÷èñåë z1, z2,
òîáòî òàêèõ z1, z2, ùî z2 = z1.

63. Çíàéòè çíà÷åííÿ òàêèõ âèðàçiâ:

à) (3 + 4i)(2 + 3i)− (i− 3)(i+ 2);

á) (2 + i)(3 + 7i)− (3i+ 5)(2i+ 1);

â)
(5− 7i3)(7 + 6i7)

3− i3
;

ã) (2 + i5)3 + (2 + i7)3;

ä) (3 + i9)3 − (3i5)3;

e)
(2− i3)(4− i7)

1− i7
.

64. Çíàéòè êðèòåðié òîãî, ùîá çíà÷åííÿ âèðàçó
z + 2

z − 1
áóëî:

à) äiéñíèì ÷èñëîì;

á) ÷èñòî óÿâíèì ÷èñëîì, äå z ∈ C � êîìïëåêñíå ÷èñëî.

65. Çíàéòè äiéñíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

à) (2 + i)x+ (1 + 2i)y = 1− 4i;

á) (3 + i)x+ (1 + 3i)y = 4− 9i.
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66. Çíàéòè âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi ñïðÿæåíi äî ñâîãî à) êâàäðà-
òà; á) êóáà.

67. Ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
à) z + z̄ = 10;

á) 3z + z̄ = 2i− 1;

â) z2 + z̄ − 1 = 0;

ã) z2 − 2zz̄ − 3− 3i = 0;

ä) zz̄ = 2iz − 1 + i

2
;

e) zz̄ = 2z̄ + 4− 2i;

¹) zz̄ + 3(z + z̄) = 7;

æ) zz̄ + 3(z + z̄) = 3i; ç)zz̄ + 3(z − z̄) = 4 + 3i;

è) zz̄ − 2z = 3− i.

68. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíi ñèñòåìè ðiâíÿíü â ïîëi C êîìïëåêñíèõ
÷èñåë:

à)

{
(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + i,

(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + 3i;

á)

{
(3 + 2i)z1 + 2iz2 = 5 + 3i,

(1 + i)z1 + iz2 = 2 + 2i;

â)


z71z

5
2 = 1,

z191 z
13
2 = 1,

z21 + z22 = −2;

ã)

{
2z1 + z2 = 1 + i,

iz1 + 3z2 = 2− 3i.

69. Ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
à) z2 − (4 + 3i)z + 1 + 5i = 0;

á) z2 + 5z + 9 = 0;

â) z2 + 5z + 5− 3i = 0;

ã) z2 + (2− i3)z + 7i− 1 = 0;
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ä) (1 + i)z2 − z + 1 + 2i = 0;

e) (1 + i)z2 + iz + 2 + 4i = 0;

¹) z2 + z + 1 + i = 0;

æ) z4 + 1 = 0.

70. Äîâåñòè, ùî

à) (1± i)8n = 42n;

á) (1± i)4n = (−1)n4n.

71. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî
z − 1

z + 1
¹ ÷èñòî óÿâíèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè |z| = 1, Im(z) 6= 0.

72. Äîâåñòè, ùî x2 + y2 = (s2 + t2)n, ÿêùî x + iy = (s + it)n, äå
n ∈ Z;x, y ∈ R.

73. Îá÷èñëèòè

à) (1 + i)n + (1− i)n;
á) (1 + i)n − (1− i)n;

â)

(
1− i
1 + i

)n
+

(
1 + i

1− i

)n
;

ã)

(
−1 + i

√
3

2

)n
−

(
−1− i

√
3

2

)n
, äå n ∈ Z � äîâiëüíå öiëå

÷èñëî.

74. Îá÷èñëèòè âèðàç z6n−3 +
1

z6n−3
+ z6n +

1

z6n
, ÿêùî z +

1

z
=

= 1, n ∈ N, z ∈ C.

75. Äîâåñòè, ùî êîìïëåêñíå ÷èñëî z ∈ C ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z =
a− bi
a+ bi

, äå a, b ∈ R, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |z| = 1.

76. Çíàéòè êðèòåðié òîãî, ùîá ÷èñëà (z + a)(z + b) òà
z + c

z + d
, äå

a, b, c, d ∈ R, z ∈ C, áóëè
à) äiéñíèìè ÷èñëàìè;

á) ÷èñòî óÿâíèìè ÷èñëàìè.
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77. Äîâåñòè, ùî àëãåáðà Z[i]
df
= {m + ni|m,n ∈ Z ∧ i2 = −1} ¹

îáëàñòþ öiëiñíîñòi (íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ãàóñcoâèõ öiëèõ
÷èñåë).

78. Çîáðàçèòè íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ñóìó òà ðiçíèöþ êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë z1 òà z2, ÿêùî

à) z1 = 3− 2i; z2 = 2 + 3i;

á) z1 = 4 + 5i; z2 = 5− 4i.

79. Ïîáóäóâàòè òî÷êè, ùî çîáðàæàþòü äàíi êîìïëåêñíi ÷èñëà, òà
ïîäàòè öi ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi:

à) i;
á) 1;
â) −1;
ã) 1 + i;
ä) 1− i;

å) −i;
¹) −1− i;
æ) 1− i

√
3;

ç) −1 + i;
è) −1− i

√
3;

i)
−1 + i√

2
;

¨)
√

3− i.

80. Ñôîðìóëþâàòè ãåîìåòðè÷íîþ ìîâîþ êðèòåðié òîãî, ùîá âè-
êîíóâàëèñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

à) |z1|+ |z2| = |z1 + z2|;
á) |z1 − z2| = |z1|+ |z2|, äå z1, z2 ∈ C � êîìïëåêñíi ÷èñëà.

81. Äàòè ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ òàêèì íåðiâíîñòÿì:

à) |Re(z)| 6 |z|;
á) |Im(z)| 6 |z|;
â) |z| 6 |Re(z)|+ |Im(z)|.

82. Ïîáóäóâàòè íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ìíîæèíè òî÷îê, ÿêi çî-
áðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà z ∈ C, ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêèì
óìîâàì:

à) |Re(z)| 6 2;

á) −1 6 Im(z) 6 3;

â) 2 6 |z| 6 3;

ã) |z − 2| > 2;
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ä) 0 < |z + 2i| 6 1;

å) |z − 2|+ |z + 1| = 3;

¹)
π

3
6 arg(z) 6

3

4
π;

æ)

{
|z| = |z + 3

i |,
|z| 6 2;

ç) log 1
2
|z| 6 log 1

2
|z − 2|;

è) log√3

(
|z|2 − |z|+ 1

|z|+ 2

)
6 2;

i) |z − 2i| 6 |z − i|;
¨) |z − 1|+ |z − 2| 6 4.

83. Äàòè ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ òàêèì íåðiâíîñòÿì òà âñòàíî-
âèòè ¨õ iñòèííîñíi çíà÷åííÿ:

à) ||z1| − |z2|| 6 |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|;
á) |z1 − z2|2 + |z1 + z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2);

â) |z1 + z2| = |z1 − z2|;
ã) |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2.

84. Ïîäàòè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi òàêi ÷èñëà:

a)
√

3− i;
á) 1 + i;

â) − cos
( π

12

)
− i sin

( π
12

)
;

ã) (3i− 4)8;

ä)
1 + i

√
3

2i5(cos(60◦) + i sin(60◦)
;

å)
i− 1

i
(
1− cos

(
2
5π
))

+ sin
(
2
5π
) ;

¹) −ctgα− i, äå π < α < 2π;

æ) 1− i · tgα, äå π
2 < α < 3

2π.
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85. Îá÷èñëèòè:

à)
2(cos(α) + i sin(α))(

√
3− i)√

2− i
√

2
;

á)
(tg(30◦)− i)15(− sin(30◦) + i cos(30◦))

(1− i)2008
;

â)
(ctg(β) + i)(cos(θ)− i sin(θ))(− cos(θ) + i sin(θ))

(1 + i tg(α+ β)
;

ã)
(
√

3− i)23

(1− i)42
+

(
√

3 + i)23

(−1− i)42
;

ä)

(
1 + i

√
3

1− i
√

3

)2007

−

(√
3 + i√
3− i

)2007

;

å) (1− cos(α) + i sin(α))2006;

¹) (1 + cos(α) + i sin(α))−2006;

æ) (−2 + i
√

12)2007.

86. Â ÿêèõ ìåæàõ çìiíþ¹òüñÿ àðãóìåíò â ðîçâ'ÿçêàõ òàêèõ íåðiâ-
íîñòåé:

à) |z + 2i| < 2;

á) |z − 3| < 1;

â) |z + 2 + 2i| 6
√

2;

ã) |z + 2| < |z|?

87. * Çíàéòè àðãóìåíò ÷èñëà à) ω = z2 − z; á) ω = z2 + z, ÿêùî
z = cos(α) + i sin(α), 0 6 α < 2π.

88. Çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé ç êîìïëåêñíîþ çìiííîþ z ∈ C çà-
ïèñàòè òàêi ìíîæèíè òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè:

à) ïiâïëîùèíó, ðîçòàøîâàíó çëiâà âiä óÿâíî¨ îñi;

á) ïiâïëîùèíó, ðîçòàøîâàíó â òðåòüîìó êâàäðàíòi;

â) ñìóãè øèðèíîþ 2π, ÿêi ïàðàëåëüíi âiäïîâiäíî îñÿì Ox,Oy;

ã) çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî êîëà ç öåíòðîì â òî÷öi, ÿêié âiäïî-
âiäà¹ ÷èñëî 2i.
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89. Ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

à) z − |z|+ 1 + 2i5 = 0;

á) z + |z + 1|+ i = 0;

â) z|z| − 2z + i = 0;

ã) z|z| − 2iz2 + 2i = 0.

90. Ðîçâ'ÿçàòè íàñòóïíi ñèñòåìè ðiâíÿíü â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë:

à)

{
|z| = |z − 2i|,
|z − 1| = |z − i|;

á)


∣∣∣∣z − 12

z − 8i

∣∣∣∣ =
5

3
,∣∣∣∣z − 4

z − 8

∣∣∣∣ = 1;

â)

{
z31 + z172 = 0,

z51z
11
2 = 1;

ã)

{
z21 − z32 = 0,

z51z
7
2 = 1.

91. Ïîäàòè â êîìïëåêñíié ôîðìi ðiâíÿííÿ òàêèõ ëiíié:

à)
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

á)
x2

a2
− y2

b2
= 1;

â) xy = a2;

ã) (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2).

92. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷èñëà k ∈ Z âèêîíóþòüñÿ
òàêi ðiâíîñòi:

à)

(
1 + i

√
3

1− i
√

3

)3k

= 1;

á)

(√
3 + i√
3− i

)6k

= 1.
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93. Äîâåñòè, ùî òðè ðiçíi òî÷êè, ùî çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷è-
ñëà z1, z2, z3 ∈ C, ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè
z2 − z1
z3 − z1

∈ R.

94. Íåõàé |z1| = |z2| = |z3|. Äîâåñòè, ùî òî÷êè, ÿêi çîáðàæàþòü
êîìïëåêñíi ÷èñëà z1, z2, z3 ∈ C, ¹ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðè-
êóòíèêà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè z1 + z2 + z3 = 0.

95. Äîâåñòè òàêi ðiâíîñòi:

à) |z1z2 + 1|2 + |z1 − z2|2 = (|z1|2 + 1)(|z2|2 + 1);

á) |z1z2 − 1|2 − |z1 − z2|2 = (|z1|2 − 1)(|z2|2 − 1);

â) |z1 + z2|2 = (|z1|+ |z2|)2 − 2(|z1z2| −Re(z1z2));

ã) |z1 + z2|2 = (|z1| − |z2|)2 + 2(|z1z2|+Re(z1z2)).

96. * Óçàãàëüíèòè çàäà÷ó 94 íà äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n > 3,
ðîçãëÿäàþ÷è ïðàâèëüíèé n-êóòíèê.

97. Îá÷èñëèòè

(
1 + i

√
3

1− i
√

3

)n
+

(√
3− i√
3 + i

)n
, äå n ∈ Z � äîâiëüíå

öiëå ÷èñëî.

98. * Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

(
1− ix
1 + ix

)n
= i, äå x ∈ R, n ∈ Z.

99. Çíàéòè òàêi çíà÷åííÿ a ∈ R, ùîá êîæåí êîìïëåêñíèé ðîçâ'ÿ-
çîê z ðiâíÿííÿ |z − i

√
2| = (a + 1)2 áóâ ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi

a2 − 4a < |z −
√

2|.

100. Çíàéòè òàêi çíà÷åííÿ a ∈ R, ùîá õî÷à áè îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ |z − ai| = a+ 4 áóâ ðîçâ'ÿçêîì íåðiâíîñòi |z − 2| < 1.

101. Îá÷èñëèòè à) (1 +ω)n; á) ωn +ωn, ÿêùî ω = cos
2

3
π+ i sin

2

3
π,

n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

102. Çíàéòè ñóìó
1

2
+ cos(x) + cos(2x) + ...+ cos(nx).

103. Äîâåñòè ðiâíiñòü sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx =
sin n+1

2 x sin n
2x

sin x
2

.
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104. Çíàéòè ñóìó i äîáóòîê âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

105. Ñêiëüêè çíà÷åíü ìà¹ n
√
z i ÿê âîíè ðîçòàøîâàíi íà êîîðäè-

íàòíié ïëîùèíi, ÿêùî a) z = 1, n = 2; á) z = i, n = 4;
â) z = 64, n = 6; ã) z = −4, n = 4?

106. ßêèé çâ'ÿçîê iñíó¹ ìiæ ôîðìóëàìè çíàõîäæåííÿ âñiõ êîðåíiâ
ðiâíÿíü zn − 1 = 0 i zn − 5 = 0?

107. Âêàçàòè çâ'ÿçêè ìiæ ïàðàìè êîðåíiâ a) εk òà εn−k; á) εk1 òà εk
n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi ç àëãåáðà¨÷íî¨ òà ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷îê
çîðó.

108. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ðiâíèìè ¹ ìíîæèíè çíà÷åíü êîðåíiâ äëÿ à)
√
i4

òà (
√
i)4; á) 3

√
i4 òà ( 3

√
i)4.

109. Ïðè ÿêèõ a, n ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ zn − a = 0, äå
n ∈ N, ìiñòèòü:

à) äiéñíi êîðåíi;

á) òiëüêè äiéñíi êîðåíi;

â) òiëüêè êîìïëåêñíi êîðåíi?

110. Ñêiëüêè iñíó¹ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, ÿêùî
a) n = 4; á) n = 7; â) n = 9; ã) n = 20?

111. Âiäîìî, ùî z0 ¹ îäèí ç êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ äëÿ ÷èñëà z ∈ C.
Çíàéòè âñi éîãî êîðåíi, ÿêùî

à) n = 4; z0 =
1

2
−
√

3

2
i;

á) n = 6; z0 = 2 + i.

112. Ç'ÿñóâàòè, ïðè ÿêèõ n, k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü nk
√
zk = n

√
z.

113. Çíàéòè âñi êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà z òà çîáðàçèòè ¨õ íà
êîîðäèíàòíié ïëîùèíi, ÿêùî à) z = −8;n = 3; á) z = 8;n = 6;
â) z = −1;n = 7; ã) z = −i;n = 8.

114. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ êîðåíÿ
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à) 3

√
1− i

1 + i
√

3
;

á) 4

√
−72(1− i

√
3);

â) 4
√

8i
√

3− 8;

ã) 6

√
1− i√
3 + i

;

ä) 8

√
1 + i√
3− i

;

å) 8

√
8
√

2(1− i);

¹) 10

√
512(1− i

√
3);

æ) n
√

2 + 2i.

115. Ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
à) z3 = 2 + 2i;

á) (z − 2 + i)3 =
√

12 + 2i;

â) z8 = 1 + i;

ã) (z − i)4 = 1 + i;

ä) z = zn−1;

å) z6 − z5 + z4 − z3 + z2 − z + 1 = 0;

¹) z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;

æ) (z + 1)n = (z − 1)n;

ç) (z + i)n = (z − i)n;
è) zn − nazn−1 − C2

na
2zn−2 − ...− an = 0.

116. Çíàéòè ñóìó òà äîáóòîê âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi,
ÿêùî à) n = 6; á) n = 7; â) n = 15; ã) n = k.

117. Ñåðåä êîðåíiâ 15-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi çíàéòè âñi òàêi, ÿêi ìà-
þòü ïîðÿäîê: à) 2; á) 3; â) 5; ã) 6.
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118. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó
1

εn1 ε
n
2

+
1

εn2 ε
n
3

+
1

εn3 ε
n
1

, ÿêùî n ∈ N, à

ε1, ε2, ε3 � êîðåíi 3-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

119. * Ïîêàçàòè, ùî ñóìà âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi ¹ äiéñíèì ÷èñëîì. Çíàéòè öå ÷èñëî.

120. * Çíàéòè ñóìó òà äîáóòîê âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ
ç îäèíèöi, ÿêùî à) n = 6; á) n = 7; â) n = 15; ã) n = k.

121. Ñêëàñòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè êîðåíiâ
6-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

122. Íåõàé {ω1, ω2, ..., ωn} � ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a ∈ C. Äîâåñòè, ùî {ω1, ω2, ..., ωn} � ìíî-
æèíà âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a.

123. Äîâåñòè: ÿêùî ω � êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà a, òî i ω �
òåæ êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç öüîãî ÷èñëà a.

124. Äîâåñòè: îá'¹äíàííÿ ìíîæèí âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë a òà −a ¹ ìíîæèíîþ âñiõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ 2n
ç ÷èñëà a2.

125. Äîâåñòè: ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà óòâîðþ¹ ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ.

126. Íåõàé En = (En; ·) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êîðåíiâ n-ãî
ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, äå En = {εk|εk = cos 2πk

n + i sin 2πk
n ; 0 6 k <

< n}. Äîâåñòè, ùî
à) εk = εk1 , äå 0 6 k < n;

á) εkεl =

{
εk+l, k + l < n,

εk+l−n, k + l > n;

â) ε−1k = εn−k = εk;

ã) εk � ïåðâiñíèé êîðiíü, ÿêùî εk � ïåðâiñíèé êîðiíü;

ä) −εk � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2n ç îäèíèöi, ÿêùî εk �
ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi;

å) ãðóïà En içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi (Zn; +).
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127. * Äîâåñòè: ÿêùî m,n ∈ N � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòóðàëüíi ÷è-
ñëà, òî êîæåí êîðiíü ñòåïåíÿ mn ç îäèíèöi ìîæíà ïîäàòè ÿê
äîáóòîê äåÿêèõ êîðåíiâ ç îäèíèöi ñòåïåíiâ m i n.

128. * Îá÷èñëèòè òàêi ñóìè:

à) εk1 + εk2 + ...+ εkn;

á) 1 + ε+ ε2 + ...+ εn−1;

â) 1 + 2ε+ 3ε2 + ...+ nεn−1;

ã) 1 + 4ε + 9ε2 + ... + n2εn−1, äå ε, ε1, ε2, ..., εn � êîðåíi n-ãî
ñòåïåíÿ ç îäèíèöi.

129. Ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:

à) zn + zn−1 + ...+ z + 1 = 0;

á) zn − zn−1 + ...+ (−1)nz + (−1)n = 0;

â) (z + z0)n − (z − z0)n = 0;

ã) (z + z0)n + (z − z0)n = 0.

130. Çíàéòè êðèòåðié òîãî, ùîá ñèñòåìà ðiâíÿíü

{
zn − 1 = 0,

zm − 1 = 0
ìà-

ëà ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

131. Ïðè ÿêié óìîâi êîæåí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ zn−1 = 0 ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ zm − 1 = 0?

132. * ×èñëà z1, z2, z3 ∈ C âiäïîâiäàþòü òðüîì ïîñëiäîâíèì âåðøè-
íàì ïàðàëåëîãðàìà. Âèðàçèòè ïîëîæåííÿ éîãî ÷åòâåðòî¨ âåð-
øèíè. ßê âèðàçèòè ïîëîæåííÿ íàñòóïíî¨ ÷åòâåðòî¨ âåðøèíè
ó âèïàäêó ïðÿìîêóòíèêà, êâàäðàòà, äîâiëüíîãî ïðàâèëüíîãî
n-êóòíèêà, ÿêùî z1, z2 âiäîìi éîãî ñóñiäíi âåðøèíè.

133. * Äàíî òðè òðèêóòíèêè, âåðøèíàìè ÿêèõ ¹ òî÷êè,
ùî âiäïîâiäàþòü òàêèì òðiéêàì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
0, 1, z1; 0, z2, z1z2; 0, z2,

z2
z1
. Ïîêàçàòè, ùî öi òðèêóòíèêè

ïîäiáíi ìiæ ñîáîþ, òà âêàçàòè êîåôiöi¹íòè ïîäiáíîñòi. ×è íå
ìîæíà öþ çàäà÷ó óçàãàëüíèòè íà äîâiëüíi n-êóòíèêè?
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134. * Âåðøèíàìè âèïóêëîãî ìíîãîêóòíèêà íà êîîðäèíàòíié ïëî-
ùèíi ¹ òî÷êè, ÿêi çîáðàæàþòü êîìïëåêñíi ÷èñëà z1, z2, ..., zn.
Âêàçàòè ìíîæèíó âñiõ òàêèõ òî÷îê, ÿêi ¹ çîáðàæåííÿì ÷èñåë

âèäó z =

n∑
i=1

= λ1z1 + λ2z2 + ... + λnzn, äå λi ∈ R,
n∑
i=1

λi = a

äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà a ∈ R.

135. * Îá÷èñëèòè òðèãîíîìåòðè÷íi ñóìè:

à) S1 = sin kα+ sin(k + l)α+ sin(k + 2l)α+ ...+ sin(k + ln)α;

á) S2 = cos kα+ cos(k + l)α+ cos(k + 2l)α+ ...+ cos(k + ln)α;

â) S3 = sinα+ C1
n sin 2α+ C2

n sin 3α+ ...+ Cnn sin(n+ 1)α;

ã) S4 = cosα+ C1
n cos 2α+ C2

n cos 3α+ ...+ Cnn cos(n+ 1)α.

136. * Îá÷èñëèòè òàêi ñóìè:

à) S1 = 1− 3 · C2
n + 9 · C4

n − 27 · C6
n + ...;

á) S2 = C1
n − 3 · C3

n + 9 · C5
n − 27 · C7

n + ...;

â) S2 = C1
n − 1

3 · C
3
n + 1

9 · C
5
n − 1

27 · C
7
n + ...;

ã) S4 =
√

3n −
√

3n−2 · C2
n +
√

3n−4 · C4
n −
√

3n−6 · C6
n + ....

137. * Íà ìíîæèíi R2 çàäàíî îïåðàöi¨: (a; b) + (c; d) = (a+ c; b+ d);
(a; b) ∗ (c; d) = (ac + 3bd; ad + bc + 2bd). Äîâåñòè, ùî àëãåáðà
(R2; +; ∗) ¹ ïîëåì. ×è iñíó¹ â íüîìó ïiäïîëå, içîìîðôíå ïîëþ
äiéñíèõ ÷èñåë? ×è ìà¹ â öüîìó ïîëi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ âèäó
x2 + 1 = 0?

138. * Äîâåñòè, ùî ïîáóäîâàíå âèùå ó ïîïåðåäíié âïðàâi ïîëå
(R2; +; ∗) içîìîðôíå ïîëþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. ßê â öüîìó
ïîëi ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ âèäó x2 + 1 = 0?

139. * Íà ìíîæèíi R2 çàäàíî îïåðàöi¨: (a; b)+(c; d) = (a+αc; b+βd);
(a; b) ∗ (c; d) = (ac+ γbd; ad+ bc+ δbd), äå α, β, γ, δ � ôiêñîâàíi
äiéñíi ÷èñëà. Âèÿñíèòè, ïðè ÿêèõ α, β, γ, δ àëãåáðà (R2; +; ∗) ¹
ïîëåì. ßê â öüîìó ïîëi ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ âèäó x2 + 1 = 0?

140. * Íà ìíîæèíi R4 çàäàíî îïåðàöi¨:

(a, b, c, d) + (a1, b1, c1, d1) = (a+ a1, b+ b1, c+ c1, d+ d1)
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(a, b, c, d) ∗ (a1, b1, c1, d1) = (aa1 − bb1 − cc1 − dd1, ab1 + ba1 +
cd1 − dc1, ac1 + ca1 + db1 − bd1, ad1 + da1 + bc1 − cb1).

Îòðèìàíà àëãåáðà (R4; +; ∗) íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ êâàòåð�
íiîíiâ. Äîñëiäèòè, ÿêi àêñiîìè ïîëÿ ìàþòü ìiñöå â öié àëãåáði.
×è ìîæíà çàäàòè içîìîðôiçì ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë â öþ
àëãåáðó?

141. Äëÿ çàäàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà λ ∈ R çîáðàçèòè ìíîæèíó òî÷îê
ïëîùèíè, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîìïëåêñíèì ÷èñëàì z ∈ C, ÿêi ¹
ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ

z − 1

z − i
= λ.

142. * Íåõàé ðiçíèì êîìïëåêñíèì ÷èñëàì z1, z2, z3, z4 ∈ C âiäïî-
âiäàþòü òî÷êè êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié. Äîâåñòè, ùî öi òî÷êè ¹ òî÷êàìè îäíîãî i òîãî æ êîëà

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

âêàçàíèõ ÷èñåë z1, z2, z3, z4 ¹ äiéñíèì ÷èñëîì.

143. Çíàéòè óìîâè òîãî, ùîá ÷èñëî
z

z
áóëî êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç

îäèíèöi.

144. Çíàéòè âñi òàêi íàòóðàëüíi n 6 20, äëÿ ÿêèõ ñóìà âñiõ ïåðâi-
ñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi äîðiâíþ¹:

à) 0;

á) 1;

â) äîäàòíüîìó ÷èñëó, âiäìiííîìó âiä 1;

ã) âiä'¹ìíîìó ÷èñëó.

145. Äîâåñòè: ÿêùî r, s � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà, òî ε ¹ ïåðâiñíèì
êîðåíåì ñòåïåíÿ rs ç îäèíèöi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ε ¹ äîáó-
òêîì ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ñòåïåíÿ r i ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ñòåïåíÿ
s ç îäèíèöi.

146. Äîâåñòè: ÿêùî ε � ïåðâiñíèé êîðiíü íåïàðíîãî ñòåïåíÿ n ç
îäèíèöi, òî −ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2n ç îäèíèöi.

147. * Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 ñóìà ñóì
óñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ ñòåïåíiâ d, ÿêi ¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà n,
ðiâíà íóëþ.
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148. * Äîâåñòè, ùî ñóìà âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ

à) ïðîñòîãî ñòåïåíÿ p äîðiâíþ¹ −1;

á) ñòåïåíÿ pk, äå k > 1, p � ïðîñòå ÷èñëî, ðiâíà 0;

â) ñòåïåíÿ rs äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ ÷èñåë r i s ðiâíà äîáóòêó
ñóìè âñiõ ïåðâiñíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ r i ñòåïåíÿ s;

ã) ñòåïåíÿ n > 1 ðiâíà (−1)t, äå n � äîáóòîê t ïðîñòèõ ìíî-
æíèêiâ, i ðiâíà 0 � â ðåøòi âèïàäêiâ.

149. *Ìíîãî÷ëåíîì äiëåííÿ êîëà (êðóãîâèì ìíîãî÷ëåíîì)
íàçèâà¹òüñÿ äîáóòîê âñiõ ìíîæíèêiâ x− εk, äå εk � ïåðâiñíèé
êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi, i ïîçíà÷àþòü éîãî ÷åðåç Φn(x).
Çíàéòè ìíîãî÷ëåíè äiëåííÿ êîëà äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ∈
∈ N: à) 1; á) 2; â) 3; ã) 4; ä) 6; å) 12; ¹) p, äå p � ïðîñòå ÷èñëî;
æ) pk, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, à k ∈ N � íàòóðàëüíå ÷èñëî i
1 < k.

150. * Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi ìíîãî÷ëåíiâ êîëà:

à)
∏
d/n Φd(x) = xn − 1;

á) Φ2n(x) = Φn(−x), ÿêùî 1 < n ∈ N � íåïàðíå ÷èñëî;

â) Φn(x) =
∏
d/n(xd − 1)µ(nd ), äå µ � ôóíêöiÿ Ìåáióñà;

ã) Φn(x) = Φk(x
n
k ) äå k ∈ N � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ

íà äîâiëüíèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà n;

ä) Φn(x) = Φn/p(x
p)(Φn/p(x))−1, äå n äiëèòüñÿ íà ïðîñòå ÷èñëî

p, àëå íå äiëèòüñÿ íà p2.

151. * Çíàéòè ìíîãî÷ëåíè äiëåííÿ êîëà äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:
à) 10; á) 30; â) 36; ã) 100; ä) 216; å) 1000.

152. * Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äiëåííÿ êîëà âèêî-
íóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi:

à) âñi êîåôiöi¹íòè ¹ öiëèìè ÷èñëàìè;

á) ñòàðøèé êîåôiöi¹íò äîðiâíþ¹ 1;

â) âiëüíèé ÷ëåí ðiâíèé −1, ÿêùî n = 1;

ã) âiëüíèé ÷ëåí ðiâíèé 1, ÿêùî 1 < n.
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153. * Çíàéòè ñóìó êîåôiöi¹íòiâ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà Φn(x), äå
n ∈ N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
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9.11 Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ

âïðàâ

56. n− 1.
57. à) −117 + 123i; á) 2.8i; â) 2 + 1.5i; ã) 81−106i

222 ; ä) 1; å) 2.
58. 1; i;−i;−i;−1;−i; 1; in = i4k+r = ir, äå 0 6 r 6 3.
59. à) (−1)n4; á) 2(−1)nin+1.
60. à) −8i; á) −12i.
61. R.
62.
a) Im(z1) ± Im(z2) = 0 äëÿ z1 ± z2; Im(z1) · Re(z2) ± Re(z1) ·

· Im(z2) = 0 äëÿ z1z2,
z1
z2
;

á)Re(z1)±Re(z2) = 0 äëÿ z1±z2;Re(z1)·Re(z2)∓Im(z1)·Im(z2) =
= 0 äëÿ z1z2,

z1
z2
, ïðè÷îìó z1z2 6= 0, z1 + z2 6= 0;

äëÿ äâîõ âçà¹ìíî ñïðÿæåíèõ ÷èñåë z, z ìà¹ìî:
z + z = 2Re(z); z − z = 2Im(z); zz = |z|2; zz = z2

|z| , ùî âêàçó¹ íà

òå, ùî z+ z ∈ R, z− z ∈ Ri; zz ∈ R>0; zz ∈ R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
z ∈ R àáî Re(z) = 0.

63. a) 1 + 18i; á) 4i; â) 25− 2i; ã) 12; ä) 18 + 53i; å) 13−i
2 .

64.
a) z ∈ R \ {1};

á)

{
(x+ 2)(x− 1) = 0;

y 6= 0,

äå z = x+ iy; x, y ∈ R.
65. a) (2;−3); á)

(
21
8 ;− 31

8

)
.

66.
a)
{

1; 0;− 1
2 ± i

√
3
2

}
;

á) {0;±1;±i}.
67. a) 5 + i · Im(z); á) − 1

4 + i; â) −1±
√
5

2 ; ã) ∅; ä) − 1
4 + (−1±

√
7)i;

å) 3− i; −1− i; ¹) z = α± i
√

7− α2 − 6α, äå α ∈ (−∞;−7]∪ [1; +∞);
æ) ∅; ç) 1

2 (i±
√

15); è) (1± 0.5
√

15) + 0.5i.
68. a) (1 + i; i); á) (1− i; 2); â) (i; i), (−i;−i); ã) (i; 1− i).
69. a) 1

2 ((4 + 3i)± (2 + i)); á) 1
2 (−5± i

√
11); â) 1

2 (−5± (3 + 2i));
ã) 1

2 (−(2 + i)± (4− 3i)); ä) 1
4 ((1− i)± (1− 5i)); å) −2i; 1

2 (−1 + 3i);
¹) 1

2 (−1± (1− 2i)); æ) ± 1√
2
(1± i) � ÷îòèðè ðîçâ'ÿçêè.

70. Âêàçiâêà. Ïîêàçàòè, ùî (1± i)4 = −4.
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72. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíîñòi êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë.

73.
a) (−1)n · 2n+2

2 · cos 3nπ4 ;

á) (−1)n+1 · 2n+2
2 · i · sin 3nπ

4 ;

â) in + (−i)n =


0, n = 2k + 1,

2, n = 4k;

−2, n = 4k + 2, k ∈ Z;

ã) 2i · (−1)n+1sinnπ3 .
74. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨: 0.
75. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü |z| = |z|
76. Íåõàé z = x+iy; A = (z+a)(z+b); B = z+c

z+d , äå a, b, c, d, x, y ∈
∈ R

a) A ∈ R⇔ y(2x+ a+ b) = 0;

B ∈ R⇔

{
(x+ d)2 + y2 6= 0;

y(d− c) = 0

á) A ∈ Ri \ {0} ⇔

{
(x+ a)(x+ b)− y2 = 0;

y(2x+ a+ b) 6= 0;

B ∈ Ri \ {0} ⇔


(x+ d2) + y2 6= 0;

(x+ c)(x+ d) + y2 = 0;

y(d− c) 6= 0.
77. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè òå, ùî êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ¹ îáëàñòü

öiëiñíîñòi.
78. Ìàëþíîê 1.28.

Ìàë. 1.28.
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79. Ìàëþíîê 1.29.

Ìàë. 1.29.

a) i = cos π2 + i sin π
2 ;

á) 1 = cos 0 + i sin 0;
â) −1 = cosπ + i sinπ;
ã) 1 + i =

√
2
(
cos π4 + i sin π

4

)
;

ä) 1− i =
√

2
(
cos 7π

4 + i sin 7π
4

)
;

å) −i = cos 3π
2 + i sin 3π

2 ;
¹) −1− i =

√
2
(
cos 5π

4 + i sin 5π
4

)
;

æ) 1− i
√

3 = 2
(
cos 5π

3 + i sin 5π
3

)
;

ç) −1 + i =
√

2
(
cos 3π

4 + i sin 3π
4

)
;

è) −1− i
√

3 = 2
(
cos 4π

3 + i sin 4π
3

)
;

i) −1+i√
2

= cos 3π
4 + i sin 3π

4 ;

¨)
√

3− i = 2
(
cos 11π

6 + i sin 11π
6

)
.

80. à) Íàïðÿìè âåêòîðiâ, ÿêi çîáðàæàþòü z1, z2, ñïiâïàäàþòü;
á) íàïðÿìè âåêòîðiâ, ÿêi çîáðàæàþòü z1, z2, ïðîòèëåæíi.
81. à), á): äîâæèíà ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà íå ïåðåâèùó¹ äîâ-

æèíè éîãî äiàãîíàëi; àáî äîâæèíà êàòåòà íå ïåðåâèùó¹ äîâæèíè
ãiïîòåíóçè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà;

â) äîâæèíà äiàãîíàëi ïðÿìîêóòíèêà íå ïåðåâèùó¹ ñóìó äîâæèí
éîãî ñóìiæíèõ ñòîðií; àáî äîâæèíà ãiïîòåíóçè íå ïåðåâèùó¹ ñóìó
äîâæèí êàòåòiâ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà.

82. Ìàëþíîê 1.30.
83. à) Äîâæèíà ñòîðîíè òðèêóòíèêà íå ìåíøà çà ðiçíèöü äîâ-

æèí äâîõ iíøèõ ñòîðií òà íå áiëüøà çà ¨õ ñóìó, àáî äîâæèíà äi-
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Ìàë. 1.30.

àãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà íå ìåíøà çà ðiçíèöþ äâîõ éîãî ñóìiæíèõ
ñòîðií òà íå áiëüøà çà ¨õ ñóìó;

á) ñóìà êâàäðàòiâ äîâæèí äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà ðiâíà ñóìi
êâàäðàòiâ äîâæèí éîãî ñòîðií;

â) äîâæèíè äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà ðiâíi ìiæ ñîáîþ;
ã) êâàäðàò äîâæèíè ñòîðîíè òðèêóòíèêà ðiâíèé ñóìi êâàäðàòiâ

äâîõ iíøèõ ñòîðií, àáî êâàäðàò äîâæèíè äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà
ðiâíèé ñóìi êâàäðàòiâ äâîõ ñóìiæíèõ ñòîðií.

Ó âèïàäêàõ à), á) ñïiââiäíîøåííÿ iñòèííi, à ó âèïàäêàõ â), ã)
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õèáíi.
84.
à) 2 · (cos 11

12π + i · sin 11
12π);

á)
√

2(cos π4 + i · sin π
4 );

â) cos 13
12π + i · sin 13

12π;
ã) 58 · (cos(2π − 8α) + i · sin(2π − 8α)), äå α = arctg 3

4 ;
ä) cos 3

2π + i · sin 3
2π;

å) 1√
2·sin π

5

· (cos 11
20π + i · sin 11

20π);

¹) − 1
sinα · (cosα+ i · sinα);

æ) − 1
cosα · (cos(π − α) + i · sin(π − α)).

85.
à) 2

(
cos
(
π
12 + α

)
+ i · sin

(
π
12 + α

))
;

á) 1−i
√
3

2990·
√
315

;

â) cos(α+β)
sinβ · (cos(π − 2 · θ − α) + i · sin(π − 2 · θ − α));

ã) −219; ä) 2; å) −22006(sin α
2 )2006 · (cos 1003α− i · sin 1003α);

¹) cos 1003α−i·sin 1003α
22006·(cos α2 )2006 ; æ) 42007.

86. à) (π; 2π); á)
(
0; arcsin 1

3

)
∪
(
2π − arcsin 1

3 ; 2π
)
;

â)
(
13
12π; 17

12π
)
; ã)

(
π
2 ; 3

2π
)
.

Âêàçiâêà. Çàñòîñîâóâàòè ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ çàäàíèõ íå-
ðiâíîñòåé.

87. à) arg(ω) =


íå âèçíà÷åíî, α = 0;
π
2 + 3

2α, 0 < α < π;

− 3
2π + 3

2α, π 6 α < 2π;

á) arg(ω) =


íå âèçíà÷åíî, α = π;
3
2α, 0 < α < π;
3
2α− π, π < α < 2π.

88. à) Re(z) < 0; á) Re(z) < 0 ∧ Im(z) < 0;
â) x0 + 2kπ < Re(z) < x0 + 2(k+ 1)π àáî y0 + 2lπ < Im(z) < y0 +

+ 2(l + 1)π, äå k, l ∈ Z; z0 = x0 + iy0 ∈ C;
ã) (z − 2i) > 1.
Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë.
89. à) 3

2 − 2i; á) −1− i; â) i, i · (−1±
√

2); ã) ±
√
15
4 −

1
4 i.

90. à) 1 + i; á) 6 + 8i, 6 + 17i; â) (i; i), (−i;−i); ã) (1; 1).
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91. à) |z + c|+ |z − c| = 2a, äå c2 = a2 − b2, b 6 a; a, b, c ∈ R, àáî
|z + ci|+ |z − ci| = 2b, äå b2 − a2 = c2, a 6 b; a, b, c ∈ R;

á) |z + c| − |z − c| = 2a, äå c2 = a2 + b2; a, b, c ∈ R;
â) z2 − z2 = 4a2i;

ã) |z−a|·|z+a| = a2 àáî z2z2 = a2(z2+z2) àáî a2
((

z
z

)2
+
(
z
z

)2)
=

= 1.
92. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ôîðìóëó Ìóàâðà.
93. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ïîíÿòòÿ êóòîâîãî êîåôiöi¹íòà ïðÿ-

ìî¨.
94. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë, òà ïîäàòè ¨õ ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi.
95. Âêàçiâêà. Ïîäàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi.

97. Âêàçiâêà. Ïîäàòè ÷èñëî An =
(

1+i
√
3

1−i
√
3

)n
+
(√

3−i√
3+i

)n
â òðè-

ãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Òîäi A6k+3 = A6k+1 = A6k+5 = 0, A6k = 2;
A6k+2 = −1− i

√
3, A6k+4 = −1 + i

√
3, äå k ∈ Z � öiëå ÷èñëî.

98. xk = −tg π+4kπ
4n , k = 0, 1, ..., (n− 1), n ∈ Z.

Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ôîðìóëó Ìóàâðà.
99. Âêàçiâêà. Çàñòîñîâóâàòè ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë òà ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü |a+ 1|+
√
a2 − 4 6 2.

100.Âêàçiâêà. Çàñòîñîâóâàòè ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë òà ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü

√
a+ 4 + 1 > |2− ai|.

101. à) Íåõàé An = (1 + ω)n. Òîäi

An =



1, n = 6k;

−1, n = 6k + 3;
1
2 + i ·

√
3
2 , n = 6k + 1;

− 1
2 + i ·

√
3
2 , n = 6k + 2;

− 1
2 − i ·

√
3
2 , n = 6k + 4;

1
2 − i ·

√
3
2 , n = 6k + 5, kεN.

á) ωn + ωn =

{
2, n = 3k;

−1, n = 3k ± 1; k ∈ N.

102. 1
2 +

sin n
2 x· cos

n+1
2 x

sin x
2

. Âêàçiâêà. Çàñòîñîâóâàòè ôîðìóëó Ìó-

àâðà äî ñóìè âèäó
∑n
i=1(cos kα+ i · sin kα), äå k ∈ Z.

103. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ôîðìóëó Ìóàâðà.
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104. 0; (−1)n−1. Âêàçiâêà. Çàñòîñîâóâàòè ôîðìóëó εk1 = εk, äå
εk = cos 2kπ

n + i sin 2kπ
n , äå n ∈ N, n = 0, 1, ...(n− 1).

105. n
√
z ìà¹ n çíà÷åíü ωk, äå k = 0, 1, ...(n−1), ÿêi çîáðàæàþòüñÿ

âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà (ïðè n ∈ N \ {1, 2}), âïèñàíî-
ãî â êîëî ðàäióñà

∣∣∣ n√|z|∣∣∣ ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïðè÷îìó

arg(ω0) = azg(z)
n . Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ã) z = −4, n = 4 ìà¹ìî

ωk =
√

2
(
cos π+2kπ

4 + i sin π+2kπ
4

)
, äå k = 0, 1, 3, arg(ω0) = π

4 , (âiäïî-
âiäíèé ìàëþíîê 1.31).

Ìàë. 1.31.

106. ßêùî εk � êîðiíü ðiâíÿííÿ zn−1 = 0, äå k = 0, 1, ..., (n−1),
òî ωk = | n

√
5| · εk � êîðiíü ðiâíÿííÿ zn − 5 = 0.

107. à) εk · εn−k = 1; arg(εk) + arg(εn−k) = 2π; εk i εn−k � çîáðà-
æàþòüñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïèñàíîãî â îäèíè÷íå
êîëî ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïðè÷îìó âåðøèíè ðîçòàøîâà-
íi ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî îñi Ox;

á) εk1 = εk, arg(εk) = k · arg(ε1).
108. à) íi; á) òàê.
109. à) n ∈ N, a ∈ R; á) a = 0, àáî n = 1, a ∈ R, àáî a > 0, n = 2;

â) a ∈ C \ R.
110. à) 2; á) 6; â) 6; ã) 8.

111. à) ±
(

1
2 −

i
√
3

2

)
; ±
(√

3
2 + i

2

)
; á) (2 + i)εk, äå εk = cos kπ3 + i ·

sin kπ
3 , k = 0, 1, ..., 5.
112. k = 1, n ∈ N.
113. Çîáðàæåííÿìè êîðåíiâ ωk, äå k = 0, 1, ...(n − 1), ¹ âåð-

øèíàìè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïèñàíîãî â êîëî ðàäióñà ç öåí-

òðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñîì r =
∣∣∣ n√|z|∣∣∣, ïðè÷îìó ωk =
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=
∣∣∣ n√|z|∣∣∣ (cos ϕ+2kπ

n + i sin ϕ+2kπ
n

)
, ϕ = arg(ω0) = 1

narg(z). à) r =

= 2;ϕ = π
3 ; á) r =

√
2;ϕ = 0; â) r = 1;ϕ = π

7 ã) r = 1;ϕ = 3π
16 . Íàïðè-

êëàä, ó âèïàäêó á) çîáðàæåííÿ êîðåíiâ ωk =
√

2
(
cos kπ3 + i sin kπ

3

)
,

äå k = 0, ..., 5, ïîäàíî íà ìàëþíêó 1.32.

Ìàë. 1.32.

114.
à) 1

6√2
·
(
cos 17π+24kπ

36 + i · sin 17π+24kπ
36

)
; k = 0, 1, 2;

á) 2
√

3 ·
(
cos π+3kπ

6 + i · sin π+3kπ
6

)
; k = 0, 1, 2, 3;

â) 2 ·
(
cos π+3kπ

6 + i · sin π+3kπ
6

)
; k = 0, 1, 2, 3;

ã) 1
12√2
·
(

cos (19+24k)π
72 + i · sin (19+24k)π

72

)
; k = 0, 1, ..., 5;

ä) 1
16√2
·
(

cos (2+3k)π
12 + i · sin (2+3k)π

12

)
; k = 0, 1, ..., 7;

å)
√

2 ·
(

cos (7+8k)π
32 + i · sin (7+8k)π

32

)
; k = 0, 1, ..., 7;

¹) 2 ·
(

cos (5+6k)π
30 + i · sin (5+6k)π

30

)
; k = 0, 1, ..., 9;

æ) 2n
√

8 ·
(

cos (1+8k)π
4n + i · sin (1+8k)π

4n

)
; k = 0, 1, ..., (n− 1);

115.
à) −1 + i; 1

2 ((1 +
√

3) + (
√

3− 1)i); 1
2 ((1−

√
3)− (

√
3 + 1)i);

á) (2− i) + 3
√

4
(
cos π

18 + i sin π
18

)
· εk1 , äå ε1 = −1

2 + i
√
3
2 , k = 0, 1, 2;

â) 16
√

2
(
cos π

32 + i sin π
32

)
· εk1 , äå ε1 =

√
2
2 + i

√
2
2 , k = 0, 1, ..., 7;

ã) i+ 8
√

2
(
cos π

16 + i sin π
16

)
· εk1 , äå ε1 =

√
2
2 (1 + i), k = 0, 1, ..., 3;
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ä) z =


1, n = 1;

a ∈ R, n = 2;

cos 2kπ
n + i sin 2kπ

n ,

k = 0, 1, ..., (n− 1), n > 2;
å) cos (2k+1)π

7 + i sin (2k+1)π
7 , k = 1, 2, ..., 6;

¹) cos kπ4 + i sin kπ
4 , k = 1, 2, ..., 7;

æ) −i · ctg kπn , k = 1, 2, ..., (n− 1);
ç) ctg kπn , k = 0, 1, ..., (n− 1);
è) a√

n2(cos 2kπ
n +i sin 2kπ

n )
−1−1

, k = 0, 1, 2, ..., (n− 1).

116. à) 0;−1; á) 0; 1; â) 0; 1; ã) 0; (−1)k−1.
117. a) ∅; á) {ε5; ε10}; â) {ε3; ε6; ε9}; ã) ∅, äå εk = cos 2kπ

15 +

+ i sin 2kπ
15 , k = 0, 1, 2, ..., 14.

118. 3, ÿêùî n = 3k, i 0, ÿêùî n = 3k − 2 àáî n = 3k − 1, äå
k ∈ N.

119.* sn =
∑

(k,n)=1 cos 2kπ
n , äå k = 1, 2, ..., n. Âêàçiâêà. Âèêîðè-

ñòàòè ðiâíiñòü (k;n) = (n− k, n). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

sn =


1, n = 1;

(−1)r, n � äîáóòîê r ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë;

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

120.* a) 1; 1; á) −1; 1; â)
∑

(k,15)=1 cos 2kπ
15 = 1; 1;

ã)
∑

(k,n)=1 cos 2kπ
n , äå k = 1, 2, ..., n; 1.

121.

· ε0 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5

ε0 ε0 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5
ε1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε0
ε2 ε2 ε3 ε4 ε5 ε0 ε1
ε3 ε3 ε4 ε5 ε0 ε1 ε2
ε4 ε4 ε5 ε0 ε1 ε2 ε3
ε5 ε5 ε0 ε1 ε2 ε3 ε4

122. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè îçíà÷åííÿ êîðåíÿ òà ñïðÿæåíîñòi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

123.Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü εk = εn−k, äå εl = cos 2lπ
n +

+ i sin 2lπ
n , l = 0, 1, ..., (n− 1).
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124. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ðiâíiñòü ω2n−a2 = (ωn−a)(ωn+a).
125. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü εk1 = εk, äå εk = cos 2kπ

n +

+ i sin 2kπ
n , k = 0, 1, ..., (n− 1).

126. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè îçíà÷åííÿ ìíîæèíè En =
=
{
εk|εk = cos 2kπ

n + i sin 2kπ
n ; k = 0, 1, ..., (n− 1)

}
êîðåíiâ n-ãî ñòå-

ïåíÿ ç îäèíèöi.
127. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âêàçàíå îçíà÷åííÿ âïðàâè 126 òà

âëàñòèâîñòi âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
128.
à) 0, ÿêùî k íå äiëèòüñÿ íà n, i n, ÿêùî k äiëèòüñÿ íà n;
á) 0, ÿêùî ε 6= 1, i n, ÿêùî ε = 1;

â) − n
1−ε ïðè ε 6= 1 i n

2+n
2 ïðè ε = 1;

ã) −n
2(1−ε)+2n
(1−ε)2 ïðè ε 6= 1 i n(n+1)(2n+1)

6 ïðè ε = 1.
129.
a) cos 2kπ

n+1 + i sin 2kπ
n+1 , k = 1, 2, ..., n. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè ðiâ-

íÿííÿ zn+1−1
z−1 = 0;

á) cos 2kπ
n+1 + i sin 2kπ

n+1 , äå k = 0, 1, ..., n, ïðè÷îìó k 6= m, ÿêùî

n = 2m − 1, àáî cos π+2kπ
n+1 + i sin π+2kπ

n+1 , äå k = 0, 1, ..., n, ïðè÷îìó
k 6= m, ÿêùî n = 2m;

â) 1+itgϕϕ
−tg2ϕ+itgϕ , äå ϕ = kπ

n , k = 0, 1, ..., (n− 1);

ã) 1+itgϕ
−tg2ϕ+itgϕ , äå ϕ = (2k+1)π

2n , k = 0, 1, ..., (n− 1).

130. (m,n) = 1. Ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ km = ln, äå m,n ∈ N, à
k = 0, 1, ..., (n− 1), l = 0, 1, ...,m � íåâiäîìi.

131. n ¹ äiëüíèêîì m.
132.* z4 = z1 − z2 + z3 � ÷åòâåðòà âåðøèíà ïàðàëåëîãðàìà;

ÿêùî z1, z2 � ñóñiäíi âåðøèíè êâàäðàòà, òî iíøi äâi éîãî âåð-
øèíè z3, z4 îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ z3,4 =
= 1

2 ((z1 + z2)± i · (z1 − z2)). Âêàçiâêà. Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåðøèíè
zi ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, ó ÿêîãî z1, z2 � çàäàíi ñóñiäíi âåðøèíè,
ìîæíà çàñòîñóâàòè ôîðìóëó zk = z0 + (z1 − z0)

(
cos 2kπ

n + i sin 2kπ
n

)
,

äå z0 = 1
2

(
(z1 + z2) + i(z1 − z2)ctg πn

)
� éîãî öåíòð, k = 0, 1, ..., (n−

1).

133. k21 = |z2|, k31 =
∣∣∣ z2z1 ∣∣∣ , k32 = 1

|z1| � êîåôiöi¹íòè ïîäiáíîñòi

ïàð âêàçàíèõ â óìîâi òðèêóòíèêiâ.
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135. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ôîðìóëè Ìóàâðà äî ñóì âèäó∑n
m=1(cos((k + lm)α) + i · sin((k + lm)α)).
136. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ôîðìóëè Ìóàâðà òà ðîçêëàäó áiíî-

ìà Íüþòîíà (a+bi)n. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó â) ìà¹ìî:
(

1 + i√
3

)n
=(

2√
3

)n
·
(
cos nπ6 + i sin nπ

6

)
;
(

1 + i√
3

)n
= C0

n · 1n ·
(

i√
3

)0
+ C1

n ·

1n−1 ·
(

i√
3

)1
+ C2

n · 1n−2 ·
(

i√
3

)2
+ C3

n · 1n−3 ·
(

i√
3

)3
+ ..., ùî äà¹

S3 = 2n

3
n−1
2

· sin nπ
6 = C1

n − 1
3C

3
n + 1

9C
5
n − 1

27C
7
n + ....

137. Òàê; ðiâíÿííÿ âèäó t2 + 1 = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè t1,2 =
= ± 1

2 (
√

2;−
√

2).
138. Içîìîðôiçì çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ f(x + iy) = (x; 0) + (y; 0) ·

·
(
−
√
2
2 ;
√
2
2

)
.

140. Âèêîíóþòüñÿ âñi àêñiîìè, êðiì êîìóòàòèâíîñòi îïåðàöi¨ ∗.
141. Íà ïëîùèíi � öå ìíîæèíà òî÷îê ïðÿìî¨ x + y = 1, êðiì

òî÷êè M(0; 1) (äèâ. âiäïîâiäíèé ìàëþíîê 1.33).

Ìàë. 1.33.

143. z 6= 0; arg(z) = kπ
n , äå k ∈ N ∪ {0}. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè

òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òà éîãî ñïðÿæåíiñòü.
144. à) {4, 8, 9, 12, 16, 18, 20}; á) {1, 6, 10, 14, 15}; â) ∅

ã) {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}.
145. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âïðàâè 126, 127.
146. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âïðàâó 126.
147. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âïðàâó 116 ã), âðàõóâàâøè òå, ùî

âñi êîðåíi ¹ ïåðâiñíèìè òî÷íî äëÿ îäíîãî ñòåïåíÿ.
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Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

148. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âïðàâè 145, 147, 119, 120.
149. à) x − 1; á) x + 1; â) x2 + x + 1; ã) x2 + 1; ä) x2 − x + 1;

å) x4 − x2 + 1; ¹) xp−1 + xp−2 + ... + x + 1; æ) xp
k
−1

xpk−1−1
. Âêàçiâêà.

Âèêîðèñòàòè îçíà÷åííÿ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà.
150. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè âïðàâè 148, 149.
151.
à) x4 − x3 + x2 − x+ 1;
á) x8 + x7 − x5 − x4 − x3 + x+ 1;
â) x12 − x6 + 1;
ã) x40 − x30 + x20 − x10 + 1;
ä) x72 − x36 + 1;
å) x400 − x300 + x200 − x100 + 1.
152. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âïðàâè 150 äëÿ à), á) i 120 äëÿ â),

ã).
153. Φ1(1) = 0; Φpk(1) = p, äå p ∈ P � ïðîñòå ÷èñëî, i Φn(1) = 1

� â iíøèõ âèïàäêàõ. Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè âïðàâó 150.
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Îði¹íòîâíi çàâäàííÿ

êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè � 2

1. Ñêëàñòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè (Zn;⊕) îñòà÷ ïðè
äiëåííi öiëèõ ÷èñåë íà n ∈ N òà âêàçàòè íåéòðàëüíèé åëåìåíò
ïàðè âçà¹ìíî ïðîòèëåæíèõ åëåìåíòiâ, ïiäãðóïè öi¹¨ ãðóïè òà
¨õ òâiðíi åëåìåíòè.

2. Ñêëàñòè òàáëèöþ Êåëi äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè (En;�)
êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi òà âêàçàòè îäèíè÷íèé åëåìåíò,
ïàðè âçà¹ìíî îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ, ¨¨ ïiäãðóïè òà ¨õ òâiðíi åëå-
ìåíòè.

3. Âñòàíîâèòè içîìîðôiçì ìiæ ãðóïàìè (Zn;⊕) i (En;�), âiäìi-
÷åíèìè âèùå.

4. Âêàçàòè, ÿêi âëàñòèâîñòi ç îçíà÷åíü êiëüöÿ, ïîëÿ âèêîíóþòüñÿ
÷è íå âèêîíóþòüñÿ íà ìíîæèíàõ kN ; kQ+; (−k)Z; kR; Q[

√
k],

äå k ∈ N.

5. Íà ìíîæèíi Zn çàäàòè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ ⊕ i ìíîæåííÿ � çà
ïðàâèëîì: ðåçóëüòàò âèêîíàííÿ öèõ îïåðàöié íàä ïàðîþ (a; b)
¹ îñòà÷à âiä äiëåííÿ íà n ñóìè a + b ÷è äîáóòêó ab âiäïîâiä-
íî. Ñêëàñòè òàáëèöi Êåëi äëÿ öèõ îïåðàöié òà âñòàíîâèòè, ÷è
óòâîðþ¹òüñÿ êiëüöå òà ç ÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÷è ïîëå âiäíî-
ñíî öèõ îïåðàöié. Âèçíà÷èòè âñi ¨õ ïiäêiëüöÿ i ïiäïîëÿ òà ¨õ
òâiðíi åëåìåíòè.
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6. Çíàéòè àëãåáðà¨÷íó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z òà ñïðÿæå-
íîãî äî íüîãî ÷èñëà z, ÿêùî

à) z = i5−i4k
(i13+i4)3 ;

á) z = i+i4k

2−2i4k+1 , äå k ∈ N.

7. Çíàéòè òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z òà
ñïðÿæåíîãî äî íüîãî ÷èñëà i çîáðàçèòè ¨õ íà êîìïëåêñíié ïëî-
ùèíi, ÿêùî

à) z = 5i10−5i21
i20 ;

á) z = 14i41

i5−i16 .

8. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
à) 8iz + 2i3 = 20i40 − 4i2zz;

á) z4 + 2(iz)2 + 8i6 = 0;

â) z2 − 2zz − 3− 3i = 0;

ã) zz − 2z + 2i− 4 = 0;

ä) z + 1 + 2i = |z|;
å) 2iz2 − z|z| − 2i = 0.

9. Îá÷èñëèòè:

à)
( √

3−i9√
3+i25

)12n
;

á)
√

i2−i4n+1√
3+i7

;

â)
√

1+i5
√
3

i40+i3 ;

ã)
(

i9+
√
3

i7−i2
√
3

)4n
, äå n ∈ N.

10. Îá÷èñëèòè:

à) (1− i)n ± (1 + i)n;

á)
(

1+i
1−i

)n
+
(

1−i
1+i

)n
;

â)
(

1+i
√
3

1−i
√
3

)2n+1

−
(√

3+i√
3−i

)2n+1

, äå n ∈ Z.
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11. Ïîáóäóâàòè íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi ìíîæèíó òî÷îê, ÿêà âiä-
ïîâiäà¹ òàêîìó ñïiââiäíîøåííþ:

à) log2 |z + 2| − log2 |z · i| < 0;

á) |z − 2i| − |z + 4i| 6 0.

12. Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ êîðåíÿ:

à) 3

√
1−i5
1+i
√
3
;

á) 4

√
72(i
√

3 + i2);

â) 8

√
1+i21√
3+i503

.

13. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ â ïîëi C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë:
à) (z + 1)4 = 1− i5;
á) (z + 2 + i3)3 − 2

√
3 + 2i3;

â) z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0;

ã) z6 − z5 + z4 − z3 + z2 − z + 1 = 0.

14. Âèâåñòè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òàêèõ âèðàçiâ:

à) Sn =
∑
n∈N

(−1)n(2n− 1);

á) Sn =
∑
n∈N

(−1)n+1n2;

â) Pn =
∏
n∈N

(
1− 1

n+ 1

)
;

ã) Pn =
∏
n∈N

2
1
2n .
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Äðóê ðiçîãðàôíèé. Òèðàæ 300 ïðèìiðíèêiâ

Ïàïið îôñåòíèé. Çàì. � 2077

Äðóê ÒÎÂ ôiðìà
”
Ïëàíåð“

ì. Âiííèöÿ, âóë. Âèçâîëåííÿ, 2
òåë. (0432)52-08-64, 52-08-65

www.planer.com.ua, sale@planer.com.ua
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